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DBDIB A JACQUES TITS A L’OCCASION DE SON SOIXANTI~ME ANNIVERSAIRE 
In the spirit of Klein’s Erlangen Program we classify in this paper n-ary multipli- 
cations having an n-transitive or an n-homogeneous group of automorphisms. On 
the one hand, for n 2 4, on finite sets the number of distinct n-ary multiplications 
admitting the symmetric or alternating group as automorphism group is strongly 
related with the number of ordered partitions of the integer n into r-tuples of 
natural numbers (1~ r < n). On the other hand, the general theory of binary and 
ternary multiplications having a 2-transitive (or 2-homogeneous) and 3-transitive 
(or 3-homogeneous) group of automorphisms, respectively, reveals significant 
similarities to the theory of projective planes. A particular treatment of such multi- 
plications is done in the case of algebraic varieties and algebraic transformation 
groups, locally compact connected spaces and Lie groups, and finite sets and finite 
groups, respectively, in order to see how the different powers of these three group 
classes restrict the possibilities of multiplications on which large groups of auto- 
morphisms are acting. 0 1991 Academic Press, Inc. 
1. EINLEIT~NG 
Es sei V eine Kategorie. Unter einer n-stelligen Multiplikation in %’ 
verstehen wir eine Abbildung 
wobei ~12 2 gilt und M ein Objekt aus %7 ist. Ein Automorphismus a von 
M ist ein Morphismus M--f M, zu welchem ein Morphismus CI-‘: M -+ M 
existiert, so dass a 0 CI-I = CI-~ 0 a die Identitgt auf M ist. 
* Der Autor dankt herzlich der Volkswagen-Stiftung, die durcb ein Akedemiestipendium die 
Entstehung dieser Arbeit gefiirdert hat. 
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Zwei Multiplikationen ,ul und ,LL~ iiber M sind isomorph, wenn ein Auto- 
morphismus a von M existiert, so dass ,u2(x4, . . . . x:) = [~~(x,, . . . . x,) J” gilt. 
1st p1 = p2 = h, so heisst a ein Automorphismus von g. 
Wir wollen in dieser Arbeit n-stellige Multiplikationen studieren, die eine 
n-fach transitive beziehungsweise eine auf ungeordneten n-Tupeln transitive 
Gruppe I” van Automorphismen gestatten. Solche Gruppen r haben 
(jedenfalls fur IZ > 2 und (MI > 4 und im Falle n-homogener Gruppen 
n + 1 < /Ml ) die folgende Eigenschaft: (*) Der Stabilisator r, jedes 
Punktes x E M hat keinen weiteren Fixpunkt. Man sieht sofort, dass eine 
Multiplikation CL, die eine Automorphismengruppe r mit der Eigenschaft 
(*) zulasst, idempotent sein muss, das heisst, dass g(x, . . . . x)=x fur alle 
x E M gilt. 
Die Klassifikation n-stelliger Multiplikationen mit n-transitiver bzw. 
n-homogener Automorphismengruppe kann gesehen werden sowohl als 
eine Anwendung von Kleins Erlanger Programm auf die Multipliiationen 
als such als eine Antwort auf das Problem, welches die Umkehrung zu der 
durch die Funktionalgleichung von Cauchy gestellten Aufgabe darstellt, 
die Automorphismengruppen gelaufigerer binlrer Multiplikationen zu 
bestimmen (vgl. Cl, 2.1.1; 36-J). 
Da es weder Liesche noch algebraische Transformationsgruppen gibt, die 
vierfach transitiv bzw. 4-homogen waren, werden wir n-stellige Multiplika- 
tionen mit einer n-transitiven bzw. n-homogenen Automorphismengruppe 
fur n > 4 nur auf endlichen Mengen betrachten. Ihrer Klassifikation ist der 
letzte Abschnitt der Arbeit gewidmet; hier sei nur angemerkt, dass die 
Anzahl verschiedener n-stelliger Multiplikationen p auf einer Menge der 
Machtigkeit 12, so dass p als Automorphismengruppe die symmetrische 
oder alternierende Gruppe auf n Symbolen hat, eng mit den Partitionen der 
Zahl n in geordnete u-Tupel mit 1 < Y < n zusammenhangt. 
Fur binlre homogene Multiplikationen kann eine allgemeine Theorie 
entwickelt werden; sie ist im Abschnitt 2 dargestellt. 1st p eine binsire Mul- 
tiplikation, die eine zweifach transitive oder zweifach homogene Gruppe r 
von Automorphismen gestattet, so dass der punktweise Stabilisator TX,-, 
zweier Punkte x und y keinen weiteren Punkt festlasst, so ist p eine der bei- 
den Projektionen. Daher kann man fur Multiplikationen p: M x M -+ M, 
die eine zweifach transitive bzw. 2-homogene Gruppe r gestatten, stets 
annehmen, dass der punktweise Stabilisator r,,, der verschiedenen Punkte 
x und y noch weitere Punkte festlhst. Hat der Stabilisator r,,, der zwei- 
fach transitiven Gruppe r noch genau einen weiteren Fixpunkt, so hlngt 
die Klassifikation von fl aufs engste mit der Bestimmung derjenigen 
Steinerschen Tripelsysteme zusammen, die eine zweifach transitive Auto- 
morphismengruppe haben und deren punktweiser Stabilisator eines Blocks 
keine weiteren Fixpunkte hat. Die einzigen bekannten ,Beispiele solcher 
Steinerschen Tripelsysteme sind die projektiven RHume PG(4 2) tiber 
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GF(2) sowie die affinen Raume AG(u’, 3) tiber GF(3); ist die Dimension d 
endlich, so kann es keine weiteren Beispiele geben [12, 241. Nimmt man 
zusltzlich an, die Gruppe r besitze einen scharf transitiven (oder auflbs- 
baren) Normalteiler, so erhalt man eine Charakterisierung fur die aflinen 
R&me AG(d, 3) beliebiger Dimension a!. Gestattet die Multiplikation 
p: It4 x M--f M dagegen eine scharf zweifach transitive Gruppe r von Auto- 
morphismen und ist F ein r zugeordneter Fastbereich (in welchem 
a(b + c) = ab + ac gelte), so hat p eine Darstellung als 
p:=pk: (x, y)++x+(-x+y)k mit einem k E F. (1) 
Die Multiplikationen (1) sind fur die allgemeine Theorie wichtig. 1st I’ eine 
zweifach transitive Gruppe auf M und bezeichnet F(x, y) die Menge der 
Fixpunkte des punktweisen Stabilisators von TX,v, so induziert der Nor- 
malisator N von r,, y in r auf F(x, y) dann eine scharf zweifach transitive 
Transformationsgruppe Q, wenn eine der beiden folgenden (aquivalenten) 
Bedingungen erftillt ist: (i) Gilt r,, ~ < aMITX, ,,CI fur ein u E r, so ist sogar 
r =CI-‘I’, +, (ii) Gilt [F(x, y)]” < F(x, y) fur ein aer, so ist sogar 
[;&, y)]” = i5’(x, y). Fur endliche Gruppen oder Gruppen von Aflinitaten 
sind (i) und (ii) automatisch efiillt. 1st nun ,u: Mx M-P M eine Multiplika- 
tion mit einer zweifach transitiven Gruppe r von Automorphismen, die (i) 
oder (ii) erftillt, so kann man F(x, y) mit einem zu der scharf zweifach 
transitiven Gruppe Q gehijrenden Fastbereich F = F( + , -) identifizieren, so 
dass p sich als ,u(u, U) = [up-’ + ( -up-’ + #-‘) . k]” mit einem festen k E F 
darstellen l&t, wobei /3 jeweils ein solches Element aus r ist, welches u 
und v nach F(x, y) transportiert. 1st insbesondere M ein affiner Raum iiber 
einem (nicht notwendig kommutativen) Kiirper K, so gestatten alle 
Multiplikationen 
A:@, y)Hx(l--k)+yk mit ke K, 
die fur k $ (0, 1 } keine Projektionen sind, die volle Affinitatengruppe als 
Automorphismengruppe; sie spielen in der Theorie der binlren Multiplika- 
tionen eine lhnliche Rolle wie die desarguesschen Ebenen fiir die Theorie 
der projektiven Ebenen, und wir bezeichnen sie daher als klassische 
Multiplikationen. 
1st M ein aftiner Raum (iiber einem nicht notwendig kommutativen 
Kijrper K), so ist eine binare Multiplikation auf M mit einer zweifach 
transitiven, alle Translationen enthaltenden Gruppe r von Affinitlten als 
Automorphismengruppe bereits dann klassisch, wenn eine der folgenden 
Bedingungen erfiillt ist: 
(1) Der punktweise Stabilisator rO,= der Vektoren 0 und c # 0 lbst 
keinen von c linear unabhangigen Vektor fest. 
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(2) Der Normalisator von r,,, in r induziert auf dem Teilraum der 
Fixpunkte eine scharf zweifach transitive Gruppe, deren zugehoriger Fast- 
bereich ein (nicht notwendig kommutativer) K&per F ist. 
Falls (2) gilt, ist p klassisch im aftinen Raum iiber der Erweiterung I: 
von K. 
Es sei I’ eine 2-homogene, aber nicht zweifach transitive Gruppe von 
Affinitaten eines affinen Raumes h4 iiber einem (nicht notwendig kom- 
mutativen) K&per K; dann hat der Stabilisator r, des Punktes 0 in 
M\(O) genau zwei Bahnen B, und B,. Eine Muitiplikation 
wobei k: M-+ K eine Funktion mit k(O)= 0 ist, fur die f(B,) = k, und 
f(B,) = k2 mit kl # k2 gilt, wollen wir eine Moulton-Multiplikation nennen, 
denn solche Multiplikationen erinnern nicht nur in formaler Winsicht, 
sondern such beziiglich ihrer Stellung unter den bingren Multiplikationen 
an die Moulton-Ebenen in der Theorie projektiver Ebenen (vgl. [33]). Ist 
nun r eine 2-homogene, aber nicht zweifach transitive Gruppe von 
Aflinitaten eines affinen Raumes M iiber dem Korper K, so dass r alle 
Translationen enthalt und so dass der punktweise Stabihsator r,,, der 
Vektoren 0 und c # 0 ausserhalb der Geraden cK keine. Fixpunkte be&t, 
so ist jede binhre Multiplikation, die f als Automorphismengruppe gestat- 
tet, aber keine zweifach transitive Automorphismengruppe von AflinitZiten 
zulasst, eine Moulton-Multiplikation (und dariiber hinaus ist K $: GF( 2 ) ). 
Fiir die gelaufigsten Kategorien sind die zweifach transitiven Trans- 
formationsgruppen gut bekannt, und daher kann man bei unseren Unter- 
suchungen auf vorhandene Klassihkationsdtze zuriickgreifen. Wir wollen 
klaren, in welchem Umfang mehrfach transitive algebraische Gruppen, 
Liesche Transformationsgruppen und endliche Permutationsgruppen 
jeweils die algebraische Struktur einengen, deren Automarphismengruppen 
sie sind, und die Starke dieser drei Gruppenklassen gegeneinander 
abwagen. 
1st M eine n-dimensionale algebraische Varietat (n 2 1) iiber einem 
algebraisch abgeschlossenen Kiirper K beliebiger Charakteristik und r eine 
iiber K definierte algebraische Gruppe, die auf M biregular und zweifach 
transitiv operiert, so ist jede binare Multiplikation auf 44, die r als eine 
Gruppe von Automorphismen zulasst, klassisch. Moulton-Multiplikationen 
existieren auf algebraischen VarietHten A4 nicht, denn jede iiber K definierte 
2-homogene algebraische Gruppe ist auf M bereits zweifach transitiv. 
1st r eine zweifach transitive Liegruppe auf einem nicht total unzusam- 
menhangenden lokal kompakten Raum M, so ist jede binare Multiplika- 
tion p auf M, die r als eine Gruppe von Automorphismen gestattet, 
klassisch, oder (und dann ist r scharf zweifach transitiv) M bat die 
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Struktur eines vierdimensionalen Kalscheuer-Fastkiirpers und p die Gestalt 
(1) mit einem k $ R. Moulton-Multiplikationen sind die einzigen binaren 
Multiplikationen mit 2-homogenen, aber nicht zweifach transitiven 
Lieschen Transformationsgruppen auf zusammenhangenden lokal kom- 
pakten Raumen; sie kommen nur auf der reellen Zahlengeraden vor und 
haben als voile Gruppe stetiger Automorphismen die Gruppe {X H ax + b; 
a>O, bER). 
Auf endlichen Mengen M ist die Vielfalt binlrer Multiplikationen, die 
eine 2-transitive bzw. 2-homogene Gruppe von Automorphismen zulassen, 
betrachtlich grosser. 1st I’ eine auf M zweifach transitive Gruppe, die 
keinen elementar abelschen Normalteiler besitzt, und p eine von den Pro- 
jektionen verschiedene, binlre Multiplikation auf M, so hat M entweder 
die Struktur eines d-dimensionalen projektiven Raumes iiber GF(2), und p 
ist diejenige idempotente Multiplikation, die zwei verschiedenen Punkten 
den dritten der von ihnen bestimmten Geraden zuweist, oder die Struktur 
eines Blockplans mit 28 Punkten und 9 Geraden jeweils der Machtigkeit 4 
(dieser Blockplan ist das kleinste Ree-Unital), so dass r isomorph zu 
PJ’L(2, 8) ist, und p ist eine idempotente Multiplikation, die zwei 
verschiedenen Punkten x und y einen der beiden anderen Punkte der von 
x und y bestimmten Geraden zuordnet (wegen genauer Formulierung vgl. 
Satz 3.1). 
Hat die zweifach transitive Gruppe r auf der endlichen Menge M mit 
IM 4 (81,729) einen elementar abelschen Normalteiler, so tragt A4 die 
Struktur eines affinen Raumes iiber GF(p), und eine Multiplikation p, die 
r als eine Gruppe von Automorphismen hat, ist entweder klassisch (wobei 
allerdings A4 eventuell als affiner Raum iiber einem Oberkijrper von GF(p) 
interpretiert wird) oder, wenn r scharf zweifach transitiv ist und M sich 
mit einem echten Fastkijrper F identitizieren lass& hat die Form (1) mit 
einem k ausserhalb des Kerns von F. Fur eine Menge M mit IM( = 34 bzw. 
/MI = 36 treten zu den klassischen und den mit Fastkijrpern verbundenen 
Multiplikationen jeweils sechs weitere hinzu. Fi.ir JMI = 34 hlngen sie mit 
der aflinen Ebene iiber dem Ausnahmefastkorper der Ordnung 9 zusam- 
men (vgl. Satz 3.2(ii)). 1st lM( = 36, so hangen sie mit der Partition des 
6-dimensionalen Vektorraumes M iiber GF( 3) in zweidimensionale 
Teilrlume zusammen, die Fixpunktmengen der punktweisen Stabilisatoren 
r,,, mit eEM\{O} sind, falls die Standgruppe r, des Vektors 0 isomorph 
zu SL(2, 13) ist (vgl. Satz 3.2(iii)). 
Auf endlichen Mengen M gibt es Moulton-Multiplikationen genau dann, 
wenn (MI = P2+’ gilt, wobei n eine natiirliche Zahl und p eine Primzahl 
mit p = 3(4) ist; ist p = 7 mod 12 und p > 7 so treten als weitere Multiplika- 
tionen, die eine 2-homogene, aber nicht 2-transitive Automorphismen- 
gruppe gestatten, genau die sogenannten Netto-Multiplikationen auf (vgl. 
Satz 3.3 ). 
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Der Abschnitt 6 ist den tern&en Multiplikationen gewidmet, die eine 
dreifach transitive bzw. 3-homogene Automorphismengruppe zulassen. Jede 
solche Multiplikation p: M x M x 1M --+ it4 ist (fur \MJ 2 6) idempotent, und 
fur verschiedene X, y E M liegen die Werte &x, x, y), ~(x, y, x), und 
~(y: X, X) zwar alle in (x, y}, konnen dort aber beliebig vorgeschrieben 
werden; daher konnen mit p insgesamt acht verschiedene Multiplikationen 
assoziiert werden, die auf der Menge @ der Tripe1 verschiedener Punkte 
iibereinstimmen und die gleichberechtigt sind, sofern man keine zusiitz- 
lichen durch die betrachtete Kategorie 97 des Objektes M naheliegenden 
Voraussetzungen, wie, z.B., die Stetigkeit von ,U im Faile lokal kompakter 
Raume und Liescher Transformationsgruppen, beriicksichtigt. Muhiplika- 
tionen, fur die auf F stets ~(x,, x2, x3) = xi fur ein festes je (1,2, 3) gilt, 
heissen trivial. 
Wie bei binaren Multiplikationen gibt es klassische ternare Multiplika- 
tionen, die wiederum eine zu desarguesschen Ebenen analoge Rolle spielen, 
und Moulton-Multiplikationen, deren Rolle denen der Moulton-Ebenen in 
der Theorie der projektiven Ebenen ahnelt. 
Die klassischen Multiplikationen p = pr sind auf der Menge F der Tripe1 
verschiedener Punkte der projektiven Geraden L, iiber einem kom- 
mutativen Kiirper K durch die Vorschrift 
mit einem festen r E K\ (0, 1) gegeben. 
Es sei K ein kommutativer K&per, so dass - 1 kein Quadrat in K ist 
und K genau zwei Quadratklassen besitzt. Dann hat die Gruppe 
r= PSL,(K) in PGL,(K) den Index 2, und der punktweise Stabilisator 
r,, Y der verschiedenen Punkte x = K( 1,0) und y = K(0, 1) der projektiven 
Geraden L iiber K hat in L genau vier verschiedene Bahnen, namlich (~1, 
(y) sowie [K(l, l)]’ und [ K( 1, - 1 )I’: Die Moulton-Multiplikationen 
6J=!J rl,rZ sind nun auf der Menge 9 der Tripe1 verschiedener Punkte von 
L durch die Vorschrift 
NQo> ai), K(co> ci), K(h,, bill 
=KC~,(b,c,-b,c,) + bori(Uocl -u,c~), 
~i(~ico-~oc,)+~,~i(~QC1-~lCo)l 
gegeben, wobei ri, i = 1,2 verschiedene Elemente aus K sind und Y I bzw. 
r2 genau dann zu nehmen ist, wenn (b,ao-u,bo)(b,cQ-bocl) 
(a,~,-a,~,)>0 bzw. ~0 gilt. 
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1st y eine nichttriviale ternlre Multiplikation auf einer n-dimensionalen 
algebraischen Varietat M mit ~12 1 iiber einem algebraisch abgeschlossenen 
Korper, so dass ,U eine auf A4 dreifach transitive tiber K delinierte 
algebraische Transformationsgruppe als Automorphismengruppe zullsst, 
so ist p klassisch. 1st ,u eine nichttriviale ternare Multiplikation auf einem 
lokal kompakten nicht total unzusammenhangenden topologischen Raum 
M, so dass p eine auf M dreifach transitive Liesche Transformationsgruppe 
als Automorphismengruppe zulbst, so ist p entweder eine klassische Multi- 
plikation auf der reellen bzw. komplexen projektiven Geraden oder M hat 
die Struktur einer nullteilerfreien Quadrik Q im n-dimensionalen reellen 
projektiven Raum (n >4), es existieren Einschrlnkungen von p auf jede 
durch drei verschiedene Punkte von Q bestimmte 1-Sphlre und jede dieser 
Restriktionen ist klassisch. 1st eine nichttriviale ternare Multiplikation p 
auf einer endlichen Menge M nicht klassisch und gestattet p eine 
3-transitive Automorphismengruppe, so ist sie von einem der beiden 
folgenden Typen: (1) M ist die projektive Gerade iiber einem Galoisfeld K 
mit ]Kl= q2, wobei q eine ungerade Primzahlpotenz ist, und ,Y = .D~ hat auf 
9 die Gestalt 
dabei ist r E K\{O, 1 } kein Quadrat, und ;Z ist entweder die Identitlt oder 
der Automorphismus x H x4, je nachdem ob (a,$, - alb,,)(aOcl - a, cO) 
(b,c, -b,c,) ein Quadrat oder ein Nichtquadrat ist. (2) M hat die 
Struktur eines n-dimensionalen affinen Raumes iiber GF(2) mit n 3 2, so 
dass auf 9 der Wert ,n(x,, x2 x3) als der vierte Punkt der durch x1, x2, x3 
bestimmten a&en Ebene gegeben ist. 
Ternare Moulton-Multiplikationen auf irreduziblen algebraischen 
Varietaten M iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kiirper gibt es nicht, 
denn jede 3-homogene algebraische Transformationsgruppe auf M ist dort 
bereits dreifach transitiv. 1st ,D eine ternlre Multiplikation auf einem 
nicht total unzusammenhangenden lokal kompakten Raum M, die eine 
3-homogene, aber nicht dreifach transitive Liesche Transformationsgruppe 
als Automorphismengruppe zulbst, so ist p eine Moulton-Multiplikation 
auf der Kreislinie. 1st p eine tern&e Multiplikation auf einer endlichen 
Menge M der Mlchtigkeit IMJ > 6 und gestattet ,u eine zwar 3-homogene, 
aber nicht 3-transitive Permutationsgruppe als Automorphismengruppe, so 
ist entweder M die projektive Gerade iiber GF(q) mit q = pf= 3(4) und ,U 
ist eine Moulton-Multiplikation, oder M ist die affme Gerade iiber dem 
Korper GF(2m) mit m E { 3,5} und ,U wird auf der Menge F der Tripe1 
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verschiedener Punkte von M durch eine Funktion h beschrieben; diese ist 
auf der Menge {z2’ - l> definiert, wobei z ein erzeugendes Element der 
multiplikativen Gruppe von GF(2”) ist und i die Menge { 1,2, 3,4,6, S> 
bzw. (1,2} durchlauft, je nachdem ob m = 3 oder m = 5 gilt; die Werte von 
h Iiegen in GF(2”), nicht aber s5mthch in (0, 1 > (vgl. Satz 6.9). 
2. BIN~~RE MULTIPLIKATIONEN MIT 2-FACH TRANSITIVEN 
ODER 2-HOMOGENEN AUTOMORPHISMENGRUPPEN 
Es sei y eine bin~re Multiplikation iiber einem Objekt A4 einer Kategorie 
V. Jede der beiden Multiplikationen Pi, : (x, y) t--t X: M x M --+ M und 
pp,2 : (x, y) I-+ y: M x M -+ M, die man Projektionen nennt und die mittels 
des Morphismus /I: (x, y ) H ( y, x): M x M-+ M x M miteinander verkniipft 
sind (p,, = ppl 0 p), hat als Automorphismengruppe die Automorphismen- 
gruppe Aut M von M. 
SATZ 2.1. Es sei 9 eine Kategorie und M ein Objekt aus 6??, welches eine 
s&he zwelfach transitive Gruppe r von Automorphismen besitzt, so dass der 
elemen tweise Stabilisator TX, y verschiedener Elemente x, y von M kein 
weiteres Element z (x #z # y) festliisst. Ist r eine Gruppe von 
Automorphismen der Multiplikation p, so ist p eine der Projektionen pFLp,. 
Beweis. Wir wissen, dass p idempotent ist. Es sei 1 # y E- r,,,. Da mit 
x, y such ~(x, y) unter r festbleibt, gilt ~(x, y) =x oder ~(x, y) = y. 
Es folgt p(xa, y”) = xN oder p(Y, y’) = y” fur alle M E r. Da r eweifach 
transitiv ist, ist ,u eine der beiden Projektionen pp,. 
Will man Multiplikationen mit zweifach transitiver Automorphismen- 
gruppe ,Y klassifizieren, reicht es also, solche Gruppen C zu betrachten, fur 
die der punktweise Stabilisator C,, verschiedener Elemente X, y einen 
weiteren Punkt z (X # z # y) festhisst. 
DEFINITION 2.2. Eine zweifach transitive Gruppe r eines Objektes 
aus einer Kategorie %’ heisst steinersch, wenn zu je zwei verschiedenen 
Elementen x, y E M genau ein Element z E M mit x # z # y existiert, so dass 
r x3 Y := r, n r, q r, gilt. 
Bekanntlich ist ein Steinersches Tripelsystem Y eine Menge S von 
Punkten, so dass in der Potenzmenge von S ein System B von Teilmengen, 
Bliicke genannt, so ausgezeichnet ist, so dass durch je zwei verschiedene 
Punkte von S genau ein Block aus B geht und jeder Block genau drei 
verschiedene Punkte tragt. 
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LEMMA 2.3. Es sei %? eine Kategorie und A4 ein Objekt aus $, welches 
eine zweifach transitive steinersche Gruppe r von Automorphismen gestattet. 
Dann existiert genau ein Steinersches Tripelsystem 9, dessen Punkte 
Elemente von M sind, so dass r aus Automorphismen van 9 besteht und der 
punktweise Stabilisator in r der Punkte eines (und dann jedes) Blocks aus Y 
keinen weiteren Fixpunkt in Y besitzt. 
Beweis. Die Punkte von Y sind die Stabilisatoren r, der Punkte x E M, 
die Bl6cke von 9 sind die Tripe1 {I’,, r,, I’=} mit r,n r, =rZn r,= 
r, n r,. Die Gruppe r operiert auf Y mittels Konjugation; sie ist zweifach 
transitiv auf den Punkten von Y. 
Durch dieses Lemma werden die zweifach transitiven steinerschen 
Gruppen von Automorphismen von ME % zuriickgefiihrt auf die Auto- 
morphismengruppen von Steinerschen Tripelsystemen und somit auf 
zweifach transitive steinersche Permutationsgruppen iiber Mengen. 
Es sei 9 ein Steinersches Tripelsystem mit der Punktmenge S. Dann 
trlgt S eine idempotente Multiplikation pY, die zu Y assoziiert ist: Sind 
x und y verschiedene Punkte von 9, so sei ,u9((x, y) der dritte von x und 
y verschiedene Punkt des durch x und y bestimmten Blocks von Y. Die 
Multiplikation p9 ist kommutativ, und es gilt (*) p9 (a, pu, (a, b)) = b. 
Zwei Multiplikationen psp, und pYz sind4 genau dann isomorph, wenn die 
Steinerschen Tripelsysteme Y; und Y* isomorph sind. Umgekehrt 16sst sich 
zu jeder idempotenten kommutativen Multiplikation ,u, fiir die (*) gilt, ein 
Steinersches Tripelsystem zuordnen, dessen Blijcke {a, b, ,u(a, b)} sind. 
Die einzigen bekannten zweifach transitiven steinerschen Gruppen r sind 
die Gruppen PSL(d, 2) = PGL(d, 2) und AGL(d, 3), wobei 1 <d eine 
beliebige Kardinalzahl ist; die Gruppe PGL(d, 2) ist die Kollinea- 
tionsgruppe des (d - 1 )-dimensionalen projektiven Raumes PG( d - 1,2) 
iiber dem Galoisfeld GF(2), die Gruppe AGL(d, 3) ist die Gruppe der 
Afflnithten des d-dimensionalen afinen Raumes AG(d, 3) iiber dem 
Galoisfeld GF(3). Das zu PGL(d, 2) geharende Steinersche Tripelsystem 
ist gerade PG(d- 1,2), das zu AGL(d, 3) zugeh6rende AG(d, 3). 
Der nschste Satz gibt zwei Charakterisierungen der Gruppen AGL(d, 3) 
mit d> 1 an. 
SATZ 2.4. Es sei r eine zweifach transitive steinersche Permuta- 
tionsgruppe auf einer Menge M, so dass eine der beiden folgenden 
Bedingungen erfiillt ist: 
(a) r besitzt einen aufliisbaren Normalteiler; 
(b) r hat einen scharf transitiven Normalteiler. 
Dann kann M mit einem affinen Raum AG(d, 3) mit d> 1 identfiziert 
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werden, und I ist eine zwetfach transitive, den Translationsnormalteiler 
enthaltende Untergruppe von AGL(d, 3), so dass der punktweise Stabilisator 
I,,, verschiedener Punkte x und y ausserhalb der von x und y bestimmten 
Geraden keine Fixpunkte besitzt. 
Beweis. Es reicht, den Satz fur den Fall (b) zu beweisen. Gilt namlich 
(a), so hat r such einen abelschen Normalteiler, und dieser muss scharf 
transitiv auf M operieren. 
Operiert N auf M scharf transitiv, so kiinnen die Elemente von M mit 
denen von N so identifiziert werden, dass der Stabilisator rl des Punktes 
1 auf N mittels Konjugation wirkt. Es sei 1 #a EN. Der punktweise 
Stabilisator rl,a fixiert nicht nur 1 und a, sondern genau einen weiteren 
Punkt z. Da die Gruppe rl,a die von a erzeugte Gruppe elementweise 
festllsst, folgt, dass N den Exponenten 3 hat. Nach dem Satz von Levi- 
van der Waerden [32, S. 4031 ist dann N eine lokal endiiche 3-Gruppe, 
also insbesondere lokal nilpotent. Da in einer lokal nilpotenten Gruppe die 
minimalen Normalteiler zentral sind [32, S. 3461, ist das Zentrum 2 von 
N verschieden von 1. Die Gruppe rI induziert auf N (mittels Konjugation) 
eine transitive Automorphismengruppe, und daher gilt Z = N. Die Gruppe 
N kann somit als ein d-dimensionaler Vektorraum iiber GF(3) und r aLs 
eine 2-fach transitive, den Translationsnormalteiler enthaltende steinersche 
Untergruppe von AGL(Q 3) interpretiert werden. 
KOROLLAR 2.5. Es sei I eine zwezfach transitive steinersche Permuta- 
tionsgruppe auf einer Menge M, so dass der Normalisator N (in I,) des 
Durchschnitts I, n I, der Standgruppen der verschiedenen Punkte x und y 
maximal in I, ist oder keine andere von I, n I, verschiedene Gruppe 
I, n IZ normalisiert. Asserdem sei eine der beiden folgenden Bedingungen 
erfillt: 
(a) I besitzt einen aufliisbaren Normalteiler; 
(b) I hat einen scharf transitiven Normalteiler. 
Ist I eine Gruppe von Automorphismen einer Multiplikation uu: M x M -+ M, 
die keine Projektion ist, so llisst sich M die Struktur eines affinen Raumes 
AG(d, 3) so aufpragen, dass 
/4x, Y)'---x--Y 
gilt. 
Beweis. Nach dem vorigen Satz darf man annehmen, dass ME 
AG(d, 3) gilt und dass r eine den Translationsnormalteiler enthaltende 
Gruppe der Affinitaten dieses Raumes ist. Wir betrachten die Standgruppe 
r, des Vektors 0; ist der Normalisator N, des Durchschnitts r,., n r, fur 
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x # 0 jeweils in r, maximal, so operiert I’, auf der uneigentlichen 
Hyperebene W von AG(d 3) primitiv. Lasst der Normalisator N, von 
r0 n r, keine weitere Untergruppe r, n r, invariant, so lbst N, auf W 
nur einen Punkt fest. Mit [36, Satz 2.31, folgt nun ~(x, v) = (1 -k) x + ky 
fur ein k~GF(3)\(0, l}. S omit bleibt fiir k nur - 1 iibrig, und die 
Behauptung gilt. 
Es sei M ein Objekt einer Kategorie % und besitze M eine scharf 
zweifach transitive Gruppe r von Automorphismen. Dann lhst sich nach 
Auszeichnung zweier verschiedener Elemente 0 und 1 in A4 das Objekt M 
mit einer Addition + : Mx M + M und M* = M\(O) mit einer Multi- 
plikation “.“: M* x M* -+ M* so ausstatten, dass &= (M; +, .; 0, 1) ein 
Fastbereich wird (vgl. [23, 421). (Die Abbildung “+” ist stets ein 
Morphismus von V, und die Abbildung “.” ist genau dann ein Morphismus 
von $7, wenn M* = M\{O > ein Objekt von Q? ist). In Y$ gilt zwar das linke 
Distributivgesetz k(a + b) = ka + kb, aber nicht notwendig das rechte. Die 
Gruppe r hat dann eine Darstellung als Gruppe der Abbildungen 
x I--, a + mx; a EM, m E M*. Zeichnet man in M andere Punkte als 0 und 
1 aus, so erhalt man einen isomorphen Fastbereich. In [36, Satz 1.21, 
haben wir bewiesen: 
SATZ 2.6. Es sei M ein Objekt einer Kategorie Q?, so dass r eine scharf 
zweifach transitive Automorphismengruppe von M ist. Ist r eine Gruppe von 
Automorphismen einer Multiplikation ,u: M x M -+ M, die keine Projektion 
ist, so hat p die Gestalt pk: (x, y) ++ x + ( -x + y) . k, wobei + und . die 
Addition und die Multiplikation in einem zu r zugeordneten Fastbereich F 
bedeuten und k ein beliebiges Element aus F\(O, 1> ist. Die vole 
Automorphismengruppe von y enthiilt das semidirekte Produkt des Nor- 
malteilers r mit der Untergruppe @ der Automorphismengruppe des 
Fastbereichs F, ftir die k@ = k gilt. 
Unter einem linearen Raum S versteht man seit geraumer Zeit eine 
Menge, deren Elemente Punkte heissen, so dass in der Potenzmenge von S 
eine Familie von Teilmengen, Bliicke genannt, so ausgezeichnet ist, dass je 
zwei verschiedene Punkte in genau einem Block enthalten sind und jeder 
Block mindestens zwei verschiedene Punkte enthllt. Hat S eine auf den 
ungeordneten Paaren von Punkten transitive Automorphismengruppe, so 
hat jeder Block die gleiche Anzahl von Punkten. 
SATZ 2.7. Es sei S ein linearer Raum und r eine auf den Punkten von S 
zweifach transitive Gruppe von Automorphismen von S. Die Menge der 
Fixpunkte des punktweisen Stabilisators r,, y verschiedener Punkte x, y E S 
sei ein Teilraum 2, und ftir je zwei verschiedene Punkte zl, z2 E 2 gelte 
r z*.a = TX,,. Es sei pu: S x S + S eine Multiplikation, die keine Projektion ist, 
HOMOGENE MULTIPLIKATIONEN 209 
so dass I’ aus Automorphismen von p besteht. Ist N der Normalisator van 
r x, y in I, so induziert N auf den Punkten von Z eine scharf zwetyach 
transitive Gruppe 52 = N/I,, y, zu der der Fastbereich F= F( + ,., 0, 1) 
gehiire; dann hat die idempotente Multiplikation ,a fir p # v die Gestalt 
p(u, v) = [up-’ -i- (-us-’ +va-‘). klp mit kfF\{O, l}, wobei l?-’ ein 
Element aus I ist, welches u und v auf zwei Elementen aus Z abbildet. 
Beweis. Dass der Normalisator N von r,,, auf Z eine scharf zweifach 
transitive Gruppe 52 induziert, folgt aus der Tatsache, dass Zp = 2 ist, 
sofern xP, yP E Z gilt. Bedenkt man, dass sich die Multiplikation p auf Z 
einschr%rken llsst, folgt aus Satz 2.6 unmittelbar, dass fur a, b E Z die Mul- 
tiplikation p eine Darstellung ~(a, b) = a + (-a + b) . k mit einem festen 
k E F\(O, l} hat. 1st w  ein Element aus s2, so gilt y(a”, b”) = [p(a, b)]” 
und daher [p(a”-’ , P-l)]” = u(a, b). Die gleichen Beziehungen gelten fur 
ein Element n E N. Es seien y und 6 Elemente aus L’, fur die uy-’ und vY-’ 
wie such 8’ und v’-l * m Z liegen. Dann gilt 6 = ny mit einem n 6 NY und 
man hat: 
p(u, v) = [us-’ + (-8’ + I.+-‘). k]’ 
= [(uY-‘)“-‘+ (- (UY-‘)a-’ + (vY-‘)“-‘) .k]“Y 
zz ([p( [py-y, [~y-‘]“-‘)]“)y 
= [p(uy-l, vqy 
= [u’-’ + (-& + vy-‘) . k]Y. 
Somit hangt der Wert von ~1 nicht von den einzelnen Elementen, sondern 
nur von der Restklasse Ny ab, und p ist wohldeliniert. Wir miissen noch 
zeigen, dass r aus Automorphismen von ,U besteht. Es sei 1 E: r’. Wir haben 
P(u’, v’) = [@-I -!- ( -u”lP-’ + v4-*) . klP wobei p-l ein Element aus r ist, 
welches sowohl ui als such v’ in 2 abbildet. Es gibt nun ein r E r, so dass 
y(u, v) = [uzF2 + (-us-’ + v’-‘) .k]’ gilt. Man hat somit Lp-l= z-‘n fur 
ein N EN und z = npaV1, woraus 
&, # = [u%P-‘~-’ + (-U%&,-’ + v%p-id). k]npA-‘1. 
= IIU AP-’ + ( muu”P-’ + &‘-‘) . k]P folgc. 
Damit ist der Satz bewiesen. 
SATZ 2.8. Es sei I’ eine zweifach transitive Gruppe auf einer Menge h&, 
so dass eine der beiden folgenden Bedingungen erfullt ist: 
(i) Aus rx,,~6rx,ya mit auf0igt rx,y=c9-x,y~. 
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(ii) Bezeichnet F(x, y) die Fixpunktmenge des punktweisen 
Stabilisators I,, y, so folgt aus [F(x, y)]” < F(x, y) mit a EF sogar 
lIF(x, u>l” = F(-G ~1. 
Nimmt man die Menge X = (F(x, y)“; 4 E I> als Blockmenge und M als 
Punktmenge, so erhalt man einen Iinearen Raum 93, in dem auf jedem Block 
IF(x, y)/ Punkte liegen. Der Normalisator N von I,,, in F induziert auf 
F(x, y) eine scharf zwetfach transitive Gruppe 52, und I ist eine Gruppe von 
Automorphismen von %. 
Ist u eine van einer Projektion verschiedene Multiplikation auf M, so dass 
I eine Gruppe von Automorphismen von ,u ist, so ist fir verschiedene 
u, v E M, falls F( + ,., 0, 1) ein zu D gehbrdender Fastbereich ist, ,u(u, v) = 
[up-l + (-&l-f va-‘) .kla mit einem festen kg F\{O, l}, wobei p-’ ein 
Element aus I ist, welches u und v auf Elemente van F(x, y) abbildet. 
Beweis. Es seien c und d verschiedene Punkte aus F(x, y) und r,,, der 
punktweise Stabilisator von c und d. Dann gilt r,, y < r,,,; da in r ein 
Element CI mit xW = c und y” = d existiert, ist r,, d = r,,, ya = a-‘rX, Ycl und 
TC,d= r,,, wegen (i) oder (ii). Daher Iasst der punktweise Stabilisator je 
zweier verschiedener Punkte aus F(x, y) die Menge F(x, y) punktweise fest, 
und der Normalisator N von r,,, in r induziert auf 10(x, y) eine scharf 
zweifach transitive Permutationsgruppe. Je zwei verschiedene Punkte liegen 
genau in einer Menge aus X, und der erste Teil der Behauptung ist 
bewiesen (vgl. such [S, Kap. 21, wo lineare Rhume 2-Blockplane he&en). 
Die Behauptung iiber die Gestalt der Multiplikation p folgt unmittelbar 
aus 2.7. 
Die Bedingungen (i) und (ii) sind insbesondere dann erftillt, wenn 
F(x, y) endliche Mlchtigkeit hat. 1st r eine Gruppe von AllinitHten eines 
affinen oder eine Gruppe von Kollineationen eines projektiven Raumes P, 
so ist (i) und (ii) fur F(x, y) einer jeden unter r invarianten Teilmenge 
M < P erfiillt, auf der r zweifach transitiv ist. 
KOROLLAR 2.9. Es sei W ein affiner Raum endlicher Dimension iiber 
einem (nicht notwendig kommutativen) Kiirper K und G eine zwetfach 
transitive Gruppe van Affinitaten xti Ax -I- b: W-+ W mit A E GL,(K), 
so dass G alle Translationen enthiilt. H sei der Stabilisator des Punktes 0 
und H, die Standgruppe eines Vektors e # 0 in H. Es sei u: W x W--f W 
eine von den Projektionen verschiedene Multiplikation, so dass G aus 
Automorphismen von p besteht. Dann induziert der Normalisator N von H, 
in G auf der Menge Z der Fixpunkte-diese bildet einen affinen Teilraum 
von W-eine scharf zweifach transitive Gruppe D := N/H,, so dass der zu B 
gehijrende Fastbereich F( +,., 0, e) ein Fastkiirper ist, dessert Addition mit 
der Addition in W iibereinstimmt, und p lasst sich darstellen als p(x, y) = 
x-t A[ [A-‘( -x+ y),] -k], wobei A ein Element aus H< GL,(K) ist, fir 
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welches A-‘( -x + y) E F gilt, und k ein festes Element aus F\{ 1,O). L)er 
Kern S van F ist ein Oberkiirper van K. Ist sogar k E S, so hat man p(x, y) = 
x(1-k)+ yk. 
Jede Kollineationsgruppe 0 von W, die G enthiilt, und deren Stabilisator 
von Z dort ebenfalls eine scharf zweifach transitive Gruppe induziert, besteht 
aus Automorphismen von ,a. 
Beweis. Die Standgruppe H, des Vektors e l&t einen e enthaltenden, 
linearen Teilraum 2 von W elementweise fest, so dass ausserhalb von Z die 
Gruppe H, keinen Fixpunkt be&t. 1st y ein Element von G mit Zy 6 Z, 
so gilt wegen dim ZY = dim Z sogar .Zy = Z. Daher induziert der Normali- 
sator N von H, in G auf Z eine scharf zweifach transitive Gruppe D von 
Afinitaten. Nach 2.8 ist klar, dass das System der Teilrlume Z” mit i E G 
ein System der Blocke eines linearen Raumes bildet. Da jede Translation 
x H a + x mit a E Z als ein Element von Q betrachtet werden kann, ist der 
zu Q gehiirende Fastbereich F ein Fastkorper, dessen Addition mit der 
Addition von Z< W iibereinstimmt. Da G den Translationsnormalteiler 
von W enthalt, gilt 
#u(x, y)=x+f(-x+y)=x+p(O, -x+y) 
mit einer Bijektion f: W -+ W und f(0) = 0 (vgl. [36, Hilfssatz 2.13 ). Fur 
x#yistnach2.8nunf(-x+y)=p(O, -xi-y))=A[(A-l(-x+y)).k], 
wobei A ein Element aus H d G&(K) ist, fur welches A-I( -x -!- y) f F gilt. 
Der Kern S von F ist ein Unterkiirper von F, und Z ist ein Rechtsvek- 
torraum iiber S. Wir wollen nun auf M eine S-lineare Struktur definieren, 
so dass die Standgruppe Go= H aus S-linearen Abbildungen besteht. 1st 
f~ S und XE W, so sei x *f= a[~‘(x) .f], wenn a ein solches Element 
aus H ist, fur welches a-‘(x) E Z gilt. Die Operation * ist wohldefiniert; ist 
namlich fl ein Element aus N, fur welches p-‘(x) ebenfalls zu Z gehort, so 
hat man 
x * f= a[u-‘(x) .f] = (BP-‘) ct[ct-‘(x) .f] 
denn b- ‘, liegt in N. 
Wir miissen noch nachweisen, dass H aus S-linearen Transformationen 
besteht. Es sei p ein Element aus H; dann hat man ~Ex*f] =p(~~[a-‘(x) .f] ), 
wobei c1 ein solches Element aus H ist, fur welches g-‘(x) E Z gilt. Nun 
ist dab-‘(4 . fl) = (wN~-‘(x) 1 fl = (pa)[((a-‘p-‘)[p(x)l) . SI = 
p(x) *A denn pa ist ein Element aus H, fur welches (pa)-’ (p(x)) in Z 
liegt. 
Somit kann man W auffassen als affinen Raum iiber dem K&-per S und 
582a/58/24 
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G als Gruppe affiner Abbildungen beziiglich S. Wegen eK< e * S ist S ein 
Oberkorper von K. 
Gilt nun k E S, so hat man natiirlich ~(x, y) = x+ A[ [A -‘(x+ y)] . k] = 
x + [A(A-‘(x + y))] .k = x + (-x + y)k. Der punktweise Stabilisator O,,, 
der Vektoren 0 und e lasst jeden Punkt von 2 fest, und die Gruppe 0 
induziert auf Z die gleiche Gruppe wie G, d.h., Q z NIH, s N’/O,,,, wenn 
N’ den Normalisator von O,,, in 0 bezeichnet. Es gilt 0 =G.Oo,,= 
@o,e. G. Es sei p ein Element von OoX,. Sind X, y verschiedene Elemente 
von W, so gibt es in G ein Element a mit 0” =x und 1” = y, und man hat 
p(xP, yq = p(Oap, 1”P) = /L(OP’a’, 1”‘“‘) 
mit solchen p’ E O,, und a’ E G, fur die ap = p’cl’ gilt. Da nun 
CAX, y)lP= MO, l)Y= L-P@, w’*‘= MO, w’ 
= [p(OP’, l”‘)-y = /4(OP’a’, 1P’“‘) = p(Oap, l”P) = JL(X”, y”), 
besteht 0 aus Automorphismen von p, und der Satz ist bewiesen. 
1st die Fixpunktmenge 2 des punktweisen Stabilisators G,,, ein ein- 
dimensionaler Teilraum von W oder ist ein Fastbereich, der zu der auf 2 
induzierten scharf zweifach transitiven Gruppe gehiirt, ein Kiirper, so kann 
p stets explizit beschrieben werden. 
SATZ 2.10. Es sei W ein affiner Raum endlicher Dimension iiber einem 
nicht notwendig kommutativen Kiirper K und G eine zwetfach transitive 
Gruppe van Affinittiten, die den Translationsnormalteiler enthiilt. Ist H := G, 
die Stamdgruppe des Nullvektors, so geniige der Stabilisator H, fiir einen 
Vektor e # 0 in H einer der beiden folgenden Bedingungen: 
(1) H, liisst keinen von e linear unabhangigen Vektor fest. 
(2) Ein zu der auf der Menge Z der Fixpunkte van H, von G induzier- 
ten Gruppe Sz--sie ist auf Z stets scharf zwetfach transitiv-gehiirender Fast- 
k&per F= F( + , . ) ist ein K&per. 
Ist G eine Gruppe von Automorphismen einer Multiplikation u: W x W + W, 
die keine Projektion sei, so gilt u = pk; dabei ist I&(x, y) = x(1 -k) + yk mit 
einem festen Element k $4 (0, 1 > aus K im Falle (1) bzw. aus F im Falle (2), 
wobei man W als affinen Raum iiber F affasst. 
Die Multiplikationen pLki, i = 1, 2, sind genau dann isomorph, wenn es einen 
Automorphismus der additiven Gruppe ( W, + ) gibt, ftir den (zk,)” = z”k, mit 
beliebigem z E W gilt. Die volle Automorphismengruppe einer Multiplikation 
pk enthiilt die volle Affinitiitengruppe von W (wobei im Fall (2) W als affiner 
Raum iiber F betrachtet wird). 
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Beweis. Gilt (l), so folgt die Behauptung mit Hilfe des Satzes 2.2 aus 
[36], wie der dortige Satz 2.3. Trifft (2) zu, so liegt jedes Element van F 
im Kern von F, und die Behauptung folgt mit 2.9. 
Eine Gruppe von Automorphismen eines Objektes M einer Kategorie 
heisst k-homogen, wenn sie auf den ungeordneten k-Tupeln verschiedener 
Elemente von M transitiv operiert. 
SATZ 2.11. Es sei W ein af’jiner Raum iiber einem Kiirper K und I eine 
2-homogene, aber nicht 2-fach transitive Gruppe von Affinitaten von W, die 
alle Translationen enthtilt. Ist H := I, der Stabilisator des Nullvektors, so 
m;ige die Standgruppe H, eines Vektors e #O nur die Punkte des von e 
erzeugten eindimensionalen Unterraums eK als Fixpunkte besitzen. Es sei B, 
dei Bahn eH und B, die Bahn von H in W’\(O), die e nicht enthiilt. 
Ist y: W x W-+ W eine Multiplikation, die I als eine Gruppe volt Auto- 
morphismen zuliisst, aber keine zweifach transitive Automorphismengruppe 
besitzt, so ist K # GF(2) und u hat die Gestalt 
/4x, y)=x+(-x+y)k(-x+y), wobei 
k(-x+y): W-+K eine Funktion mit 
fur (-x+y)=O 
fur (-xty)EBI 
fur (--x+y)f3B2 
ist und k, #k, gilt. Die voile Automorphismengruppe 0 von u hisst sich fak- 
torisieren als Produkt der Translationsgruppe von W mit der Gruppe derjeni- 
gen Automorphismen a der additiven Gruppe ( W, + ), fur die zaki = (zki)” f%- 
all z E W gilt. Die Gruppe I ist der Durchschnitt van 0 mit der Affinittiten- 
gruppt? von W. Die Multiplikationen pkr,k2 und P~;,~; sind genau dann iso- 
morph, wenn ein Automorphismus c1 der additiven Gruppe (W, +) existiert, 
so dass entweder By = Bi, i = 1,2, und (zki)” = z”k,*, i = 1,2, fur alle z E W 
oder B; = B,, B; = B1 und (zk,)” = z”k,* sowie (zkz)’ = zakf fiir alle ZE W 
gilt. 
Beweis. Die Gruppe r operiert transitiv auf der Menge der Geraden 
von W, und der Stabilisator r, des Vektors x hat in W\(x) genau zwei 
verschiedene Bahnen. Die Untergruppe rx,L, die den Punkt x und die 
durch x gehende Gerade L festllsst, hat in L\ {x> genau zwei versehiedene 
Bahnen, denn gehorten alle Punkte zu derselben Bahn von Fx,L, so ware 
r zweifach transitiv. Da r alle Translationen enthllt, folgt ~(x, y) = 
x + f( -x + y) mit einer Bijektion f: W --+ W, fiir die f(0) = 0 gilt. ,Da die 
Gerade eK such Punkte aus B2 hat, gibt es ein t E K mit et E B,. 1st 
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z E W\(O), so gibt es in H ein Element A mit entweder Ae = z oder 
Jet) = z. 
Wegen ,u(Ax, Ay) = Ap(x, y) hat man nun entweder f(z) = Af(e) oder 
f(z) = Af(et), je nachdem ob z E B, oder z E B, gilt. 1st C aus dem Stabilisa- 
tor He von e in H, so gilt f(C(er)) = Cf(er) fiir jedes r E K, und H, lbst 
sowohlf(e) als auchf(et) fest. Da die Menge der Fixpunkte von H, genau 
der eindimensionale Teilraum eK ist, folgt f(e) = ek, und f(et) = ek, mit 
ki E K. Dann ist f(z) = A(ek,) = zki, wobei A ein solches Element aus H ist, 
fiir welches A -lz = e oder A -lz = et gilt, je nachdem ob i = 1 oder i = 2 ist. 
Die Multiplikation p hat also fur verschiedene U, z) E W die Gestalt 
,u(u,u)=u+f(-u+o)=u+(--u++)ki, wobei i=l oder 2 ist, je nach- 
dem ob (--u f v) in B, oder B, liegt. Da r auf den Punkten von W nicht 
zweifach transitiv operiert, ist K # GF(2). 
Es sei y ein Isomorphismus zwischen ,u~,,~~ und ,ukl*,+ so dass Oy = 0 und 
P~;,~; (3, y’) = [P~,,Jx, y)ly fur alle X, y E W gilt. Daraus folgt 
= x’( 1 - ky*(i)) + yYk,*,, = [x( 1 - ki) + Yki]‘; 
setzt man darin einmal x = 0, zum anderen y = 0, so erhllt man yYk&) = 
(yk$ und xY(1 -k&J = [x(1 - ki)lY. Daher gilt [x(1 - ki)lY + (yki)y = 
[x( 1 - ki) + yk,]’ fiir all x, y E W. Da k, # k2 ist, muss y ein Automorphis- 
mus der additiven Gruppe ( W, + ) sein, fur welchen (*) zYk$) = (zki)y und 
(**) zY(1 - kJo) = [z(l - ki)]Y gilt; dabei ist y(i) = i bzw. y(i) #i, je nach- 
dem ob B; = B1 und dann B: = B2 oder BT = B, und B; = B, gilt. Wegen 
zy( 1 - k$,) = zy - zYkr*(ij = zy - (zki)y = [z( 1 - ki)lY folgt (**) bereits aus 
(P.). 1st ki=k:, so ist y ein Automorphismus. Da ,&l&Z keine zweifach 
transitive Automorphismengruppe hat, gilt in diesem Fall y(i) = i. Dann ist 
r der Durchschnitt der vollen Automorphismengruppe von p mit der 
Gruppe der Affinitaten von W; denn gibe es eine Affinitat ausserhalb von 
r, die ein Automorphismus von &,,kZ ware, so existierte such eine Affinitat 
p mit Op =O, ep = et und pkl,kz (x’, y”) = [pkl,k2(x, y)]” fur alle x, y E Il? 
Dann waren aber insbesondere pk,,JOp, e”) = &&(O, et) = etk, und 
[&,&(O, e)lP = (ek,)+‘= ePk, = etk, gleich. 
3. MULTPLIKATIONEN ALJF ENDLICHEN MENGEN 
Fs sei M eine endliche Menge und r eine zweifach transitive Gruppe von 
Permutationen. Die Klassifikation endlicher einfacher Gruppen hat als 
Konsequenz, dass alle Gruppen r und ihre Darstellungen bekannt sind 
(vgl. etwa Kantor [22]). Da wir uns fur Multiplikationen ,u: A4 x M + M 
interessieren, die von Projektionen verschieden sind, konnen wir zusatzlich 
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annehmen, dass der punktweise Stabilisator TX,-, verschiedener Punkte x 
und y noch weitere Punkte festltisst. Dann lbst sich M die Struktur eines 
abstrakten linearen Raumes R aufprlgen, deren BiGcke mindestens drei 
verschiedene Punkte tragen, und die Struktur von R ist bekannt 1[22, 
Theorem 11. Die Gruppe r kann einen scharf transitiven elementar 
abelschen Normalteiler von Primzahlpotenzordnung besitzen oder muss 
keinen solchen haben. Wir wollen nach diesem Sachverhalt unterscheiden. 
SATZ 3.1. Es sei M eine endliche Menge und I eine zweifach transitive 
Permutationsgruppe auf M, die keinen scharf transitiven elementar abelschen 
Normalteiler von Primzahlpotenzordnung besitzt. Der punktweise Stabilisator 
I,,, verschiedener Punkte x und y lasse einen weiteren Punkt fest. 
Ist uc1: M x M + M eine von den Projektionen verschiedene Multiplikation, 
die I als eine Gruppe von Automorphismen besitzt, so tritt genau einer der 
folgenden Fiille ein: 
(i) M ist ein d-dimensionaler projektiver Raum iiber GF(2) mit d > 2, 
und I ist die Gruppe PGL( (d + l), 2) oder im Falle d = 3 eventuell isomorph 
zu AT. Die Multiplikation ,LL ist idempotent und kommutativ, undfiir verschie- 
dene Punkte x, y von M ist p(x, y) der dritte Punkt der von x und y 
bestimmten Geraden. Die voile Automorphismengruppe von u ist stets die 
Gruppe PGL(d + 1,2). 
(ii) M hat 28 Punkte, und Tr PTL(2, 8) operiert als Automorphis- 
mengruppe eines linearen Raumes iiber M. Dieser Raum hat 9 verschiedene 
Bliicke durch jeden Punkt, und jeder Block triigt 4 verschiedene Punkte; die 
Punkte von M kdnnen mit den 3-Sylowgruppen von F, die B&eke mit den 
Involutionen von I identifiziert werden, und die Inzidenz jindet genau dann 
stat& wenn die Involution den Punkt normalisiert. M besitzt genau zwei 
verschiedene Multiplikationen pi, i= 1,2, die mittels der Abbildung 
p = [(x, y) ++ ( y, x)]: M x M -+ M x M ineinander transformierbar sind: 
u2 = ,LL~ 08. Ist B ein Block von M und identifiziert man die Punkte von B mit 
den Elementen volt GF(4), so ordnet die Multiplikation ,ul, die idempotent 
(aber nicht kommutativ) ist, den verschiedenen Punkten u, v von M den 
Punkt pl(u, v) = [alppW1 + a,vB-l]B zu; dabei ist p ein solches Element aus 
I, dass up-’ und up-’ in B liegen und a,, a2 die beiden verschiedenen 
Elemente von GF(4)\(0, 1> sind. 
Beweis. Nach 2.8 kann man der Menge M die Struktur eines linearen 
Raumes aufprlgen, dessen Blocke B aus den Fixpunktmengen der Stabih- 
satoren zweier verschiedener Punkte bestehen; jeder Block B hat n 2 3 
Punkte. Kantor hat 1122, Sect. 31 die miiglichen Bahnenllngen von FXqy in 
M\(x, y> bestimmt. r,,, l&t danach nur dann einen weiteren Punkt fest, 
wenn einer der folgenden Falle eintritt: 
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(a) r= PGL(d, 2) mit da 3; in diesem Fall ist M der projektive 
Raum PG(d- 1, 2), und die Multiplikation p ist die in (i) beschriebene. 
(b) T ist isomorph zur alternierenden Gruppe A,; aber dann hat M 
die Struktur des projektiven Raumes PG(3,2), und p ist in (i) aufgefiihrt. 
(c) TZ PTL(2, 23) = *G,(3); in diesem Fall ist A4 das kleinste Ree- 
Unital (vgl. [27]), also ein linearer Raum der Machtigkeit 28 mit den in 
(ii) beschriebenen Inzidenzverhaltnissen. Insbesondere hat jeder Block B 
von M vier Punkte. Auf B induziert r die Gruppe PSL(2, 3), und diese ist 
dort scharf zweifach transitiv. Da der einzige Fastbereich der Ordnung 4 
das Galoisfeld GF(2’) ist und TX,, keinen Punkt ausserhalb von B 
festlbst, folgt mit 2.7., dass p sich fur u, v EM und u# v als 
p(l.4, v)= [(l -k)lP + kvB-‘IP mit einem festen k~ GF(4)\{0, 1 } darstel- 
len 15sst; dabei ist fi ein Element aus r mit u@-‘, up-’ E B. Da 1 -k und k 
verschieden sind und GF(4) nur 4 Elemente besitzt, kann es auf M nur 2 
verschiedene Multiplikationen p geben. Die Gruppe r ist jeweils die volle 
Automorphismengruppe einer solchen Multiplikation. 
SATZ 3.2. Es sei M eine endliche Menge und F eine zweifach transitive 
Permutationsgruppe auf M, die einen scharf transitiven elementar abelschen 
Normalteiler N der Primzahlpotenzordnung pd besitzt; dieser kann als addi- 
tive Gruppe von GF(pd) gesehen und mit M identtfiziert werden. Es sei 
u: A4 x A4 -+ M eine von den Projektionen verschiedenen Multiplikation, die F 
als eine Gruppe von Automorphismen besitze. 
(A) Operiert F auf M scharf zwetfach transitiv, so liisst sich M die 
Struktur eines Fastkiirpers F der Ordnung pd aufpragen (der natiirlich such 
ein Ktirper sein darf ), so dass u = pk die Gestalt 
P,&, y)=x+(-x+y)k mit einem festen k E F\ (0, 1 } 
hat (wenn fur F das linke Distributivgesetz a(b + c) = ab + ac gilt). Die volle 
Automorphismengruppe ,uk enthiilt das semidirekte Produkt des Normalteilers 
F mit der Untergruppe der Automorphismengruppe van F, fur die k@ = k gilt. 
Die Multiplikationen uk, und pkZ sind genau dann isomorph, wenn ein Auto- 
morphismus der additiven Gruppe (F, + ) existiert, so dass 1” = 1 und 
(zk, )” = zOLk2 fur alle z E F gilt. 
(B) Operiert r auf A4 nicht scharf zweifach transitiv, so tritt ftir @ 
genau einer der folgenden Fiille ein: 
(i) Der Menge M liisst sich die Struktur eines affinen Raumes iiber 
einem K&per GF(p”) = GF(q) mit s ( d und s < d aufpragen, so 
dass M die Dimension ds- ’ iiber GF(q) hat; die Multiplikation 
p hat dann die Gestalt 
dx,Y)=(l--k)x+ky miteinemfestenk~GF(q)\{l,O}. 
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Die Multiplikationen ,t+, i = 1, 2, sind genau isomorph, wenn 
ein Automorphismus a von N mit 1” = 1 existiert, so dass 
(k,z)” = k2za fiir alle z E N gilt. Die voile Automorphismen- 
gruppe einer Multiplikation uk enthiilt die volle AfJiitdten- 
gruppe van M. 
(ii) Der Menge M I&t sich die Struktur der affinen Ebene iiber 
dem Ausnahmefastkijrper F der Ordnung 9 aufpragen, die im 
4dimensionalen affinen Raum fiber GF(3) realisiert ist. Ist B 
eine Gerade von M, die mit F identifiziert sei, so hat die Multi- 
plikation u die Gestalt u,Jx, y) =x + A[A-I( -x + y) . k] mit 
einem festen k aus F, welches nicht im Zentrum von F Eiegt; 
dabei ist A-’ ein solches Element des Stabilisators I, des 
Punktes 0, welches (-x -t y) auf 1 abbildet. Die Gruppe I ist 
aufliisbar und besitzt einen Normalteiler der Ordnung 34. 25 1 5. 
Die voile Automorphismengruppe jeder Multiplikation uk ist der 
Normalisator van I (er ist aujlosbar und hat die Ordnung 
34. 27 ’ 5) in der nichtaufosbaren Kollineationsgruppe van M 
(die die Ordnung 34. 28 + 3 .5 hat). Zwei Multiplikationen pk, 
und ukz sind genau dann isomorph, wenn k1 = k2 ist. 
(iii) Der Menge M liisst sich die Struktur des 6-dimensionalen 
affinen Raumes iiber GF(3) aufpriigen, und I ist semidirektes 
Produkt des Translationsnormalteilers T mit einer zu SL(2, 13) 
isomorphen Gruppe I, linearer Transformationen. Der Stabi- 
lisator H, von H := I, auf einem Vektor e #O liisst einen 
zweidimensionalen Teilraum X(e) punktweise fest, und der 
Normalisator von H, in I induziert auf X(e) eine scharf 
zwetfach transitive Gruppe, zu der der Ausnahmefastkiirper 
F= (F, +,-, 0, 1) der Ordnung 9 gehort. Ident@ziert man X(e) 
mit F, so liisst sich fiir x, y EM die Multiplikation p durch 
u/,-(x, y)=x+A[A-I(-x+y).k] 
beschreiben, wobei k E B := F\(O, 1, -I > und A ein solehes 
Element von H ist, fur welches A -l( -x + y) E F = X(e) gilt. 
Die Gruppe I= TIO ist die volle Automorphismengruppe van 
uk, und ftir verschiedene k E 9 erhiilt man nichtisomorphe Mul- 
tiplikationen (von denen es sechs gibt). 
Beweis. Da N,auf M scharf transitiv wirkt, kann man M mit N identifi- 
zieren und N als additive Gruppe des Galoisfeldes GF(pd) ansehen. Der 
Stabilisator T0 des Elementes 0 ist eine der in [22, S. 681, aufgefi&rten 
Gruppen. 
Wir klinnen annehmen, dass r auf M nicht scharf zweifach transitiv ist, 
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denn sonst sind wir im Fall (A). Durch (i) wird die Multiplikation p dann 
beschrieben, wenn M sich als affiner Raum i.iber einem Oberkijrper 
L := GF(q) von GF(p) mit pd = q” und 1 <n <d interpretieren I&t, so 
dass der punktweise Stabilisator r,,, der Vektoren 0 und e # 0 genau die 
Punkte der Geraden Le als Fixpunkte besitzt (vgl. 2.10). Dies trifft in fol- 
genden Fallen zu: Die Gruppe H := r, ist Untergruppe von AlrL( 1, p”) 
und der Stabilisator H, des Punktes 1 E GF(pd) fixiert genau die Elemente 
eines Kiirpers GF(p”) mit 1 ds 1 d sowie SC d [22, S. 701. Die Gruppe 
H := r, enthalt als Normalteiler eine der Gruppen SL(n, q) mit pd = q” 
oder Sp(n, q) mit n B 4 und pd = qn, oder G,(q) mit p = 2 und 2d = q6, bzw. 
G,(2)’ mit q = 2 und d = 6; in diesen Fallen fixiert der Stabilisator H, des 
Punktes 1 genau den eindimensionalen von 0 und 1 erzeugten Teilraum im 
affrnen Raurn AG(n, q) iiber GF(q) [22, S. 71-721. EnthHlt H als Normal- 
teiler eine der Gruppen SL(2,3) oder SL(2,5), wobei IMJ = p2 und 
p = 5, 7, 11, 23,29, 59 gilt, so fixiert der Stabilisator H, eines Elementes 
x #O genau die Punkte des eindimensionalen durch 0 und x erzeugten 
Teilraumes im zweidimensionalen affinen Raum MZ AG(2, p) (vgl. [22, 
S. 721). 
Nun examinieren wir die restlichen in [22, S. 681, aufgefiihrten Gruppen: 
Die Gruppen H= r, z AT, A, erfiillen nicht die Bedingung, dass der Stabi- 
lisator H, eines Punktes x # 0 einen weiteren Punkt festlasst [22, S. 721. 
Enthalt H = r, eine normale extraspezielle Untergruppe E der Ordnung 
25 und ist H/E isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe 
Sg, so ist JMJ = 34. LBsst der Stabilisator He eines Vektors e # 0 genau 
einen weiteren von 0 und e verschiedenen Punkt fest, so kann man M die 
Struktur des 4-dimensionalen afftnen Raumes iiber GF(3) so aufpragen, 
dass fur p der Fall (i) mit k= -1 ELF eintritt (vgl. 2.10.). Lbst der 
Stabilisator H, eines Vektors e # 0 insgesamt neun verschiedene Punkte 
von M fest, so lasst sich M die Struktur der affrnen Ebene iiber dem 
Ausnahmefastkorper der Ordnung 9 aufpragen, die im 4-dimensionalen 
Vektorraum V iiber GF(3) realisiert ist (vgl. [22, S. 721). Der Stabilisator 
H, eines Vektors e # 0 lbst eine Gerade L von M, d.h., einen 2-dimensio- 
nalen Teilraum von V elementweise fest, und der Normalisator von H, in 
r induziert auf L eine scharf 2-fach transitive Gruppe 9, zu der der Aus- 
nahmefastkorper F der Ordnung 9 gehort. Die Gestalt der Multiplikation 
ergibt sich mit 2.9 als p(u, u) = &u, u) = u + [ ( --u + u)~-’ . k]” mit einem 
festen k E F\(O, 1 }, wobei CI ein solches Element aus r ist, fur welches 
(-*+uy-* E L gilt. Wir kijnnen k # - 1 annehmen, denn sonst tiele p nach 
2.9 unter die in (i) aufgezlhlten Multiplikationen. Dann liegt k ausserhalb 
des Kerns K von F. Da r auf den Punkten der affinen Ausnahmeebene M 
zweifach transitiv operiert, teilt 34 . 24 .5 die Ordnung von r. Die volle 
Kollineationsgruppe 0 von M ist nicht aufliisbar und hat die Ordnung 
2’. 34. 3.5 (vgl. [2; 8, S. 2321). Da die Untergruppe @ von 0, die die 
HOMOGENE MULTIPLIKATIONEN 219 
verschiedenen Punkte x und y als Fixpunkte hat, auf L genau drei Punkte 
festlasst und auf den iibrigen 6 eine scharf transitive Permutationsgruppe 
induziert [2; 8, S. 2291, hat r in 0 mindestens den Index 6. Daher ist r 
eine aufliisbare Untergruppe von 0 von einer der Ordnungen 25m, 26m, 
oder 27m mit m = 34 .5. Untergruppen aller dieser Ordnungen existieren in 
0 [ 17, S. 384-3853, und der Normalisator K von r in 0 hat stets die Ord- 
nung 27 . 34. 5 (vgl. [ 18, S. 3851). Da Y auf M zweifach transitiv ist und 
der punktweise Stabilisator YX, y zweier verschiedener Punkte von L die 
Gerade L punktweise festlbst, besteht Y aus Automorphismen von p (vgl. 
2.9.). Die Gruppe Y besitzt in 0 ein Komplement C, so dass 0 als Produkt 
YC der Untergruppen Y und C faktorisiert; C ist isomorph zur Automor- 
phismengruppe des Fastkiirpers F [2; 8, S. 2291, lasst genau drei Punkte 
von L einzeln fest und operiert auf den restlichen Punkten von L regular. 
Identifiziert man L mit F, so sei C so gewlhlt, dass seine Fixpunkte auf L 
genau 0, 1, und - 1 seien. 1st y f C\( l}, so kann y nicht ein Automorphis- 
mus von h sein, denn sonst miisste y nach 2.6 das Element k festlassen. 
Daher ist Y die voile Automorphismengruppe von p. 
Es seien &, und @k, Multiplikationen auf M, so dass k, und k, verschie- 
den sind und ausserhalb des Kerns von F liegen; Y ist die Automor- 
phismengruppe fur beide Multiplikationen. Es sei p ein solches Element 
aus C, fur welches k’;’ = k, gilt. Es seien u, 21 verschiedene Punkte von M. 
Wir WiSSen, dass ,&*(u, V) = [u’-’ + (--u + v)=-’ . k,]” und ,uuk2(u, u) = 
[ZP + (-u + lq-’ 
und v’-’ 
.kJ’ mit jedem Element a E Y gilt, fiir welches u”-~ 
auf L liegen. Es sei CI(U, v) E Y so gewahlt, dass 0”‘“~ ‘I= u und 
1 +* Of = v gilt, und a(up, up) E Y so genommen, dass man OX@‘, @) = up und 
1 a(uP, VP) = up hat. Dann ist 
[&,(u, U)]” = k[‘@~“)‘P und pk,(uP, u”) = k;(uP.““), 
Die Multiplikationen pkl und ,ukz sind nun genau dann isomorph, wenn 
kCa(u~v)Jpra~uP~vP)l~* = k,= k’; fur alle a(u, v) und a($‘, 0”) gilt. Man hat 
O~~(U;O)~P[iri~~_vp)l’ = 0 und l~a(u,~)lP[a(uP.~P)l-l _ 1 - und somit [ol(u, a)] 
p[a(uP, v”)]‘l~ 0,. Dann liegt aber such [cr(u, v)] ~[a($‘, @)I-’ p-l in 
0, und induziert auf L die Identitlt; somit gehiirt dieses Element sogar zu 
Y. Dann liegt aber p[a(uP, v”)]-’ p-l in Y. Da a(up, uQ) jedes Element 
aus Y sein kann, ist p genau dann ein Isomorphismus zwischen den 
Multiplikationen &, und pki, wenn es Y normalisiert. Da jedoch der 
Normalisator von Y in 0 mit Y zusammenfallt, sind pk, und pkZ nicht 
isomorph. 
Gilt IMI = 34 und enthalt H := r,, als Normalteiler die Gruppe SL(2, 5), 
so hat der Stabilisator H, eines Punktes e #O entweder genau drei oder 
genau 9 verschiedene Fixpunkte. Im ersten Fall llsst sich M die Struktur 
eines 4-dimensionalen affinen Raumes iiber GF(3) aufpragen, und p hat die 
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Gestalt (i). Hat He neun verschiedene Fixpunkte, so kann A4 als die afline 
Ebene iiber GF(9) aufgefasst werden, denn jede zweifach transitive Gruppe 
II von Kollineationen der Ausnahmefastkiirperebene, so dass der punkt- 
weise Stabilisator zweier verschiedener Punkte in A neun verschiedene 
Fixpunkte hat, ist aufliisbar (vgl. [2, Sect. 61). Dann fallt aber ,u wiederum 
in (i). 
1st schliesslich /MI = 36 und H :=I’,, z SL(2, 13), so lasst sich M die 
Struktur des 6-dimensionalen affmen Raumes iiber GF(3) aufprlgen. Der 
Stabilisator He eines beliebigen Vektors e # 0 hat die Ordnung 3 und Ibst 
einen zweidimensionalen Unterraum x(e) punktweise fest [22, S. 73; 14, S. 
207; 151. 1st Y der Normalisator von He in r, so gehiirt zu der von Iv auf 
x(e) induzierten scharf zweifach transitiven Permutationsgruppe Sz der 
Ausnahmefastkorper (F, i-, .) der Ordnung 9, denn der Stabilisator Sz, ist 
die Quaternionengruppe der Ordnung 8 [9, Chap. XII; 151. Nach 2.9 kann 
,u fur x, y E M durch ,u(x, JJ) = x + [( --x + v)“-l. k]’ beschrieben werden, 
wobei tl ein solches Element aus H ist, fur welches ( --x + JJ)“-’ = 1 gilt. Wir 
kiinnen k # & 1 annehmen. Dann gehiirt k nicht zum Kern von F, und die 
volle Automorphismengruppe jeder Multiplikation pk ist gleich r= T- To, 
wobei T die Translationsgruppe von M bedeutet [15]. 
Es seien ,uk, und ,ukz Multiplikationen mit verschiedenen ki$ (0, 1, - 11. 
Es sei X(e) mit F so identifiziert, dass e gleich 1 von F sei. Ware a eine Kol- 
lineation von M, die 0 und 1 fixierte und fur die p,JY, y’) = [F~~(x, JJ)]” 
gllte, so ware insbesondere ~~~(0, 1) = k, = ky. Ausserdem ist -l”= - 1 
und -kT = - kz. Daher normalisierte CI den zweidimensionalen Unterraum 
X(e), und es ware CI E Y und somit a E IY Also sind die zu den 6 verschiede- 
nen Elementen von F\(O, 1, - 1) gehorenden Multiplikationen nicht iso- 
morph, und der Satz ist bewiesen. 
Zum Schluss wollen wir hier als Folgerung aus dem Hauptsatz in [7] 
alle Multiplikationen auf einer endlichen Menge bestimmen, die eine 
2-homogene, aber keine zweifach transitive Gruppe von Automorphismen 
zulassen. 
Eine Netto-Multiplikation p4 ist deliniert fiber 4 = p” Punkten, wobei n 
ungerade ist und p eine Primzahl mit p E 7 mod 12 bedeutet; p4 kann 
folgendermassen konstruiert werden (vgl. [7, S. 1421): Das Galoisfeld 
F= GF(q) hat genau zwei Primitive sechste Einheitswurzeln s1 und s2; sie 
sind Nichtquadrate, und es gilt .sl + Ed = .slsZ = 1. In F lasst sich eine 
Relation < einfiihren, indem man setzt u < u genau dann, wenn u - u ein 
Quadrat in F\(O) ist. Da - 1 in F kein Quadrat ist, hat man fur beliebige 
verschiedene u, v E F stets entweder u < v oder v < u. Sind nun u, u E F mit 
u< ZI, so sei @u, a) = u&i + us1 = w=&v, u). Man tiberzeugt sich, dass 
v < w  und p,(v, w) = u sowie w< u und &w, u) = z, gilt. Ausserdem sei 
,u,(u, u) = u. Zur Multiplikation pq gehijrt ein Steinersches Tripelsystem, 
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welches ein Netto-System he&t. Die idempotente Multiplikation 
&(u, ~)=,&(v, U)=VQ + UQ ist zu pq isomorph (vgl. [6; 311). Die voile 
Automorphismengruppe von p besteht, wenn q # 7 ist, aus allen Transfor- 
mationen der Gestalt x H a2x4 -+ b: GF(q) --+ GF(q) mit a # 0, b E GF(q), 
wobei 4 ein Ktirperautomorphismus ist. 1st q = 7, so ist das zu pk7 
gehiirende Steinersche Tripelsystem die projektive Ebene iiber GF(2), und 
die voile Automorphismengruppe von p ist zweifach transitiv [7, S. 1421. 
SATZ 3.3. Es sei M eine endliche Menge und I eine 2-homogene, aber 
nicht zweifach transitive Gruppe I van Permutationen. Ist ,u eine Multiplika- 
tion ,u: M x M --) M mit j MI > 2, so dass F eine Gruppe von Automorphismen 
von u ist, und liisst p keine zwetfach transitive Gruppe van Automorphismen 
zu, so tritt fiir p genau einer der folgenden FZle ein: 
(i) Es gilt IMI = p” mit einer Primzahl p = 3 mod 4 und ungeradem n. 
Der Menge M hisst sich die Struktur eines af$nen Raumes iiber einem 
Unterkiirper GF(pd) = F von GF(p”) (also d(n) so aufprGgen, dass die 
Untergruppe d, von I, die den Nullvektor 0 und einen Vektor e#O fixiert, 
als Fixpunkte genau die Punkte der Geraden Fe besitzt und u die Form 
u(x, y) = x t k( -x + y)[ -x f y] hat, wobei k: M -+ M eine Abbildung mit 
i 
0 fur z=O 
k(z)= k, fur zET(e) 
k, fur z 15 I( - e) 
ist und k, # k2 gilt, 
., 
Dte Multtphkattonen ukl,kz und D~;,~; sind genau dann isomorph, wenn ein 
Automorphismus a der additiven Gruppe (M, +) existiert, so dass entweder 
[F(e)]” = r(e), [I(- = F(-e) und (zki)” = zak*, i = 1,2, oder 
CQ41” = F( -e), [I( -e)]” = F(e) und (zk,)” = zakz, (zk$ = zakF f?ir 
alle z E M gilt. I ist die volle Automorphismengruppe einer jeden solchen 
Multiplikation p. 
(ii) Es gilt ] MI = p” > 7 mit einer Primzahl p zz 7 mod 12 und ungera- 
dem n, und u ist die Netto-Multiplikation ufl. Die Gruppe I ist die voile 
Automorphismengruppe von urn. 
Beweis. Bezeichnet F(x, y) die Menge der Fixpunkte des punktweisen 
Stabilisators r,, y der Punkte x und y, so bildet M beziiglich der Menge 
X = { [F(x, y)]?; y e r} als Menge von Blacken einen linearen Raum. Nach 
[7] ist M entweder ein affiner Raum der Mgchtigkeit p” iiber einem Unter- 
kijrper F von GF(p”) mit IFI = IF(x, y)l, wobei p = 3(4) eine Primzahl und 
n ungerade ist, oder ein Netto-Tripelsystem der Mhchtigkeit p” > 7. 1st M 
ein Netto-Tripelsystem, so tritt fiir ,LL der Fall (ii) ein. 1st M ein afliner 
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Raum, so haben wir den Fall (i), und die Behauptungen folgen aus 2.11, 
wenn man bedenkt, dass -1 kein Quadrat in F ist und die Bahnen 
B, = 1-( 1) und B, = r( - 1) aus den Quadraten bzw. Nichtquadraten von 
GF(p”) bestehen (vgl. [7, S. 1411). 
4. MULTJPLIKATIONEN AUF ALGEBRAISCHEN VARIETATEN 
Das Ziel dieses Abschnittes ist es, alle Multiplikationen auf einer Varie- 
tat V iiber einem algebraisch abgeschlossenen K&per k zu klassifizieren, 
die eine auf den Punkten von V biregular und zweifach transitive 
operierende, iiber k definierte algebraische Gruppe als eine Gruppe von 
Automorphismen zulhst. 
SATZ 4.1. Es sei V eine n-dimensionale algebraische Varietiit (n > l), die 
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kiirper k beliebiger Charakteristik 
p( 2 0) dejiiniert ist, und G eine iiber k definierte algebraische Gruppe, die auf 
den Punkten von V bireguliir und zwetfach transitiv operiert. 
Ist p eine von den beiden Projektionen verschiedene Multiplikation auf V, 
die G als eine Gruppe von Automorphismen zulasst, so kann man V die 
Struktur der affinen kommutativen algebraischen Gruppe k” so aufpriigen, 
dass p die Gestalt pr (x, y) = x( 1 - r) + yr mit r E k\ (0, 1 } hat. 
Die Multiplikationen ,ttrl und p,.? sind genau dann isomorph, wenn es einen 
Automorphismus a der Gruppe (V, + ) gibt, so dass (zrl)a = .zar2 ftir alle 
z E V gilt. Die voile Automorphismengruppe von ,ur enthiilt die voile Affinitii- 
tengruppe des affinen Raumes k”. 
Beweis. Nach [25, Satz 21, hat V entweder die Struktur des affinen 
Raumes k” oder des n-dimensionalen projektiven Raumes P, iiber k. 1st V 
der projektive Raum P, so ist G die Gruppe PGL,, ,(k), und der 
punktweise Stabilisator von G auf zwei verschiedenen Punkten hat keinen 
weiteren Fixpunkt. Dann ist aber p nach 2.1 eine Projektion. Daher ist V 
isomorph zum affinen Raum k”, und G enthalt als Normalteiler alle 
Translationen von V [25, Satz 21. Der punktweise Stabilisator Go,, der 
Vektoren 0 und x#O lasst einen k-linearen Teilraum 2 punktweise fest, 
und die von G auf 2 induzierte Gruppe CJ von Affinitaten ist dort scharf 
zweifach transitiv. Der zu Sz gehijrende Fastkiirper F, enthllt k in seinem 
Kern (2.9.). Da wegen der algebraischen Abgeschlossenheit von k keine 
echten algebraischen Fastkijrper iiber k existieren [20, Section 11, folgt 
F= k. Dann ergeben sich aber alle Behauptungen mit 2.10. 
SATZ 4.2. Es sei M eine n-dimensionale irreduzible Varietiit (n 2 1) iiber 
einem algebraisch abgeschlossenen Kiirper F beliebiger Charakteristik. Ist G 
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eine algebra&he Gruppe, die auf den Punkten von M bireguliir und k-homo- 
gen mit k > 2 operiert, so ist k < 3 und G ist k-transitiv auf M. 
Beweis. Wir betrachten zunachst den Fall k = 2 und nehmen an, G sei 
zweifach homogen, aber nicht zweifach transitiv. Es sei x ein Punkt von M 
und H := G, der Stabilisator von x in G. Da G nicht zweifach transitiv ist, 
hat H in M genau drei Bahnen: (x}, y f und y f, wobei yi zwei geeignete 
Punkte von M\(x) sind. Da der Stabilisator G,, YiI des ungeordneten 
Paares (x, yi} sowohl x als such yi festlasst, ist die Abbildung G/H -+ y: 
ein bijektiver algebraischer Morphismus. Nach dem Struktursatz iiber 
Bahnen der algebraischen Gruppe H in M (vgl, etwa [3, S. 18, 
Lemma 1.81) gilt fiir den Abschluss v” von yr in M nun THE y; u {x}, 
denn in y”bn sind nur Bahnen kleinerer Dimension als die von y” enthal- 
ten, und es gilt dim yr = dim yf [ 16, S. 34, 4.61). 
Da Punkte abgeschlossen in M sind, ist yr u yy eine offene Menge. 
Wegen zc yN u (x> ist yy u (x} abgeschlossen in A4 und daher ein 
abgeschlossenes Komplement von yJ? fur j# i. Somit ist jede der Mengen 
yy offen in M. Da M irreduzibel ist, muss yf dicht in M sein [13, S. 31, 
woraus M = y, H = yy u {x> und somit die zweifache Transitivitat von G 
folgt. 
1st k B 3, so ist G such 2-homogen (vgl. [5, Proposition 2.31) und somit 
nach dem bereits Bewiesenen zweifach transitiv auf den Punkten von V. 
Nach [25, Satz 21, ist dann M entweder ein projektiver oder em affiner 
Raum iiber F. Die Gruppe r kann nur dann k-homogen mit k > 3 sein, 
wenn M sogar die projektive Gerade iiber F ist. Aber dann ist I’ auf t; 
(scharf) dreifach transitiv, und die Behauptung ist bewiesen. 
5. MULTIPLIKATIONEN AUF ZUSAMMENH~NGENDEN 
LOKAL KOMPAKTEN RAUMEN 
PROPOSITION 5.1. Ist r eine transitive Liesche Transformationsgruppe 
auf einem zusammenhiingenden lokal kompakten Raum M, so operiert au& 
die Zusammenhangskomponente r’ transitiv auf M, und M ist eine Mannig- 
faltigkeit. 
Beweis. Da r eine Liegruppe und M lokal kompakt ist, ist der Faktor- 
raum r/T,, wobei r, den Stabilisator eines Punktes x E M bedeutet, 
homijomorph zu M [28, S. 651. Da r/r, ein zusammenhlngender Faktor- 
raum einer Lieschen Gruppe ist, ist rlr, und somit such M eine Mannig- 
faltigkeit. Die Gruppe r’ ist in r offen. Bezeichnet rk den Stabilisator des 
Punktes x in r’, so folgt nach [ 1 l] nun dim M = dim(r/r,) = 
dim T’/(T’), = dim(xrl) = n. Da M eine Mannigfaltigkeit ist, ist jede Bahn 
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von r’ in M offen [19, S. 441. Da aber M zusammenhangend ist, folgt 
X r1 = M, und die Behauptung ist bewiesen 
SATZ 5.2. Es sei M ein nicht total unzusammenhiingender lokal kompak- 
ter Raum und I eine auf M zwetfach transitive Liesche Transformations- 
gruppe. Ist u: Mx M--f M eine (nicht notwendig stetige) van den beiden 
Projektionen verschiedene Multiplikation, so dass I’ eine Gruppe von 
Automorphismen der Multiplikation u ist, so liegt genau einer der beiden 
folgenden Fiille vor: 
(i) Den Raum M kann man mit der Struktur eines affinen Raumes der 
Dimension n > 1 iiber einem der lokal kompakten K&per K= R, C oder H 
versehen (so dass die Skalare von rechts operieren), und u hat die Gestalt 
p,Jx, y) = x(1 - k) + yk mit einem festen k E K\ (0, 11, 
(ii) Die Gruppe I ist auf M scharf zweifach transitiv, Mr R4 kann 
man mit der Struktur eines echten Kalscheuer-Fastkiirpers F (in dem das 
linke Distributivgesetz a(b + c) = ab + ac gelte) so versehen, dass p die 
Gestalt ,u = ,u, : (x, y) +-+ x + ( -x + y) k mit einem festen k E M hat, welches 
ausserhalb des Kerns von F liegt. 
Sowohl im Fall (i) als such im Fall (ii) besteht die voile stetige Automorphis- 
mengruppe von uk aus allen R-linearen Automorphismen von M, die die 
Abbildung x ++ xk: M -+ M zentralisieren; die Multiplikationen uk, und pkZ 
auf M sind genau dann stetig isomorph, wenn ein R-linearer Automorphismus 
@ der additiven Gruppe M z R” existiert, so dass (zk, )” = zak2 ftir alle z E M 
gilt. 
Beweis. Wir inspizieren zweifach transitive Liegruppen auf M, die von 
Tits [37, IV.F], klassifiziert wurden (vgl. such [41]), und unterscheiden 
zwei Hauptfalle, je nachdem ob M kein afliner Raum ist oder doch die 
Struktur eines affinen Raumes tragen kann. 
(A) Es sei M der n-dimensionale (n 2 1) projektive Raum tiber einem 
Korper F;E (R, C, H}. Dann enthalt r die Gruppe PSL, + 1(F) als Unter- 
gruppe. Sind x und y verschiedene Punkte von M, so kann man x mit 
(1, 0, ***, 0)F und y mit (0, 1, 0, . . . . 0)F identifizieren und sieht, dass der 
punktweise Stabilisator r,, Y von x und y keinen weiteren Punkt festlbst. 
Es sei M die Oktavenebene. Dann ist r die Liesche Ausnahmegruppe 
Eq -26) 5 . als voile Automorphismengruppe der Oktavenebene ist sie viereck- 
stransitiv [30, S. 1951, und daher kann der punktweise Stabilisator r,,, 
der Punkte x und y keinen weiteren Punkt festlassen. 
Es sei nun M identifizierbar mit einer hermiteschen reellen, komplexen 
oder quaternionalen Quadrik (in einem Vektorraum iiber R, C, oder H), 
denn die Gerade der Oktavenebene Iasst sich auffassen als eine reelle 
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Quadrik CF= I X: - X; = 0 im neundimensionalen projektiven Raum (vgl. 
etwa [ 10, S. 521). Die Zusammenhangskomponente der Gruppe r ist dann 
&morph zu PSO,(R, l), zu PSU,(C, l), bzw. zu PSUJH, 1). 
1st I’rPSO,(R, l), so ist eine endliche Erweiterung von r auf M drei- 
fach transitiv [39, S. 223-2241, und der punktweise Stabilisator TX,, der 
verschiedenen Punkte x und y kann keinen weiteren Punkt festlassen. 
Es sei K der Kijrper C oder H und M > 2. Dann wird M beschrieben 
durch die im (n - 1 )-dimensionalen projektiven Raum P, _ i(K) liegende 
Quadrik C;:,’ x& - x, &, = 0, wobei z i--, Z das Konjugieren in K bedeu- 
tet; es ist eine keine reelle Gerade enthaltende Sphare der reellen Dimen- 
sion 2n - 3 bzw. 4n - 5, je nachdem ob K isomorph zu C oder H ist. Es 
seien x und y verschiedene Punkte von M. Die von x und y in P, _ 1(rC) 
bestimmte Gerade L hat mit M eine Sphke S := L n M gemeinsam, deren 
topologische Dimension 1 oder 3 ist, je nachdem ob K isomorph zu C oder 
H ist. Auf L induziert r eine Gruppe, deren Zusammenhangskomponente 
(als Transformationsgruppe) zu PSU,(C, 1) bzw. PSU,(H, 1) isomorph ist, 
je nachdem ob K der Kijrper der komplexen Zahlen oder der Quaternionen 
ist. Bedenkt man PSU,(C, 1)r PSL,(R) (vgl. [40, S. 281) und 
PSU,(H, 1) g PSO,(R, 1) (vgl. [40, S. 34; 39, S. 253]), so sieht man sofort, 
dass die punktweise Standgruppe @ von x und y in r in L keinen von x 
und y verschiedenen Punkt festlassen kann. Da @ auf dem orthogonalen 
Komplement zu L (in dem P, _ i(K) darstellenden Vektorraum) transitiv 
auf den (tiber K) eindimensionalen Teilraumen operiert, hat at such ausser- 
halb von L keinen Fixpunkt. 
Es sei schliesslich r eine Ausnahme-Liegruppe vom Typ F4, die in der 
Oktavenebene E mit einer hermiteschen hyperbolischen Polaritat p 
kommutiert. Die Quadrik Q der absoluten Punkte von p enthllt keine 
Oktavengerade. Es gibt Geraden G in E, die Q nicht treffen. In der affinen 
Oktavenebene E, , die aus E durch Entfernung von G entsteht, lgsst 
sich Q als Menge der Punkte (x, y), x, y E 0 mit X% -I- yy = 1= CH= 1 XT -i- 
c;- 1 yf = 1 beschreiben (vgl. [38, S. 3251); dabei sind xi E R die Kompo- 
nenten von x und yi E R die Komponenten von y. 
Es seien x = (1,O) und y = ( - 1,O) Punkte von M, und der punktweise 
Stabilisator r,, y lasse einen weiteren Punkt w  = (a,, a2), aie 0, und 
- a, a1 + a,a, = 1 fest. Dann l&St TX,, einen reellen Teilraum Z der Dimen- 
sion m 2 2 punktweise fest. Die Menge der Fixpunkte von r,, y auf M ist 
S := Q n 2; sie ist eine Sphhre der Dimension der reellen Dimension m - I, 
also kompakt und zusammenh&ngend. Gilt Sy < S fur ein y E r, so folgt 
wegen dim Sy = dim S und QY = Q sowie dim ZY = dim Z sogar Sy = S. 
Da der Normalisator N von r,,. in r auf S dann eine scharf zweifacb 
transitive Liegruppe 0 induziert (vgl. 2.8), ist S sogar homiiomorph zum 
Punktraum eines lokal kompakten Fastkijrpers t37, S. Xl], also zu einem 
Vektorraum R”, und wire somit nicht kompakt. 
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(B) Es sei M homoomorph zu R”; dann kann M als reeller n-dimen- 
sionaler Vektorraum angesehen werden, und r ist semidirektes Produkt 
des Translationsnormalteilers R” mit der Standgruppe H = r,, des Nullvek- 
tors, die auf R” \{O) transitiv wirkt. Es sei 2 die Menge der Fixpunkte des 
Stabilisators H,, wobei XER”\(O} ist. 2 ist ein Teilraum von M. Da der 
Normalisator N von H, in r auf Z eine scharf zweifach transitive lokal 
kompakte Gruppe 0 induziert, kiinnen die Punkte von Z als Elemente 
eines lokal kompakten zusammenhangenden Fastkorpers angesehen wer- 
den, der zu 0 gehiirt. 1st F ein I&per, so folgt die Behauptung aus 2.10. 
Es sei also F ein echter Fastkorper; dann ist Z ein Unterraum der reellen 
Dimension 4. Wir konnen dim M> 4 annehmen, denn sonst sind wir im 
Fall (ii). Dann gilt sogar dim MB 8, denn sonst galte dim&Z n Zy) 2 1 fur 
jedes y E H. 
Angenommen, der Stabilisator n = Tu eines Z enthaltenden achtdimen- 
sionalen Teilraumes U induziere auf U eine zweifach transitive Unter- 
gruppe. Der Normalisator N1 des punktweisen Stabilisators A,,, von 0 und 
x in /1 induziert auf der Fixpunktmenge von A,,, wiederum eine scharf 
zweifach transitive lokal kompakte Transformationsgruppe 0,. Es ist 
no,, < r,,, = H,. Fur die Fixpunktmenge Z’ von A,, ist dann Z < Z’; da 
es iiber R keine Fastkijrper grijsserer Dimension als vier gibt, folgt Z = Z’. 
Der Normalisator N1 bzw. N besteht nun aus allen Elementen von /i bzw. 
r, die Z invariant lassen, und es gilt N, 6 N. Daher ist die von Ni auf Z 
induzierte Transformationsgruppe eine Untergruppe der von N induzierten. 
Da jedoch sowohl 0 als such 0, auf Z scharf zweifach transitiv sind, gilt 
Q=Q,. 
Nimmt man nun U als Punktmenge und alle Bilder Zy mit y ET als 
Geraden, so erhalt man eine (afline) Translationsebene E, denn die Menge 
X = (Z’; 6 E A,} bildet eine Kongruenz des Vektorraumes U [30, Kap. 81. 
Da die von A auf U induzierte Liegruppe ,?C als Liesche Transformations- 
gruppe auf dem achtdimensionalen reellen Vektorraum U wirkt, ist X eine 
stetige Partition von U, d.h. die Abbildung, die jedem Punkt z E U\ { 0} das 
ihn enthaltende Element aus 5 zuweist, ist eine stetige Abbildung von 
U\ { 0) in die Grassmann-Mannigfaltigkeit aller vierdimensionaler Teil- 
raume von U. Es sei @ := & und Qz der Stabilisator von 2 in @. Dann 
ist fur z E Z\(O) der Faktorraum @/@* homiiomorph zu R’\(O) und 
Qi,/@, homiiomorph zu Z\(O). Da Gz gleich dem Normalisator von 40, 
in @ ist, ist die Menge X beziiglich der Quotiententopologie U\(O) --t X 
homoomorph zu Q/Q62 und bildet somit eine offene Kongruenz (vgl. [4, S. 
171). Daher ist E [4, S. 301 eine lokal kompakte topologische achtdimen- 
sionale Translationsebene, und ,X ist eine zweifach transitive Liesche Kolli- 
neationsgruppe von E. Nach [34] ist nun E die Quaternionenebene. Da 2 
aus linearen Transformationen von U besteht, induziert der Stabilisator 
von Z in z auf dem Teilraum Z, wenn man ihn mit H identifiziert, die aus 
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den Abbildungen XH ax + b mit a#O, b E H bestehende scharf zweifach 
transitive Gruppe ,sL, und der zu 52 gehiirende Fastkiirper ist der Quater- 
nionenschiefkiirper H. 
1st also M ein Vektorraum R”, so wollen wir zeigen, dass in allen Fallen, 
in denen die Fixpunktmenge Z des punktweisen Stabilisators r,,, mit x # 0 
reel1 vierdimensional ist, ein (reell) achtdimensionaler Z enthaltender 
Unterraum U existiert, so dass die Standgruppe TV auf U zweifach transitiv 
wirkt. Wir erinnern zunachst daran, dass fiir den Stabilisator r,, eine der 
folgenden Bedingungen erfiillt ist (vgl. [39, S. 166-169 oder 411): 
(a) Die Kommutatorgruppe rb von r,-, ist SL,(R), oder, falls YI = 2m, 
such SL,(C) oder Sp,,(R). 
(b) Es ist iz = 4m, und rb ist SL,(H). 
(c) Es gilt IZ = 16, und rb ist die Kommutatorgruppe des Stabilisa- 
tors von 0 in der Kollineationsgruppe der aft-men Oktavenebene. 
(d) r, ist isomorph zu SO,(R) x R oder, falls IZ = 8 ist, eventuell zu 
Spin 7 x R. 
(e) Es ist n=2m und r,~SU,(C)x(RxSO,). 
(f) Es ist n = 4m, und r, ist isomorph zum direkten Produkt von R 
mit der (2m2 + m)-dimensionalen quaternionalen unitaren Gruppe 
=J,W). 
(g) Es ist n = 7, und To ist isomorph zum direkten Produkt der 
kompakten Gruppe Gz mit R. 
(h) Es ist IZ = 16 und r, r Spin 9 x R. 
Trifft (a) zu, so hat die Fixpunktmenge Z des punktweisen Stabilisators 
r,,, hiichstens die reelle Dimension 2. Trifft (b) zu, so kijnnen wir m > 1 
annehmen. Die reelle Dimension von Z ist vier, aber auf jedem Z enthal- 
tenden achtdimensionalen Unterraum U von R” induziert T,,,= n eine 
zweifach transitive Liesche Transformationsgruppe, denn A, enthalt die 
Gruppe SL,(H). Liegen die Fllle (c) oder (h) vor, so kann A4 mit der affi- 
nen Oktavenebene E identifiziert werden, und r ist eine zweifach transitive 
Kollineationsgruppe von E. Die reel1 vierdimensionale Fixpunktmenge Z 
des Stabilisators r,,, ist dann in einer Geraden U von E enthalten, denn 
sonst hatte r,,, in der projektiven Abschliessung E von E ein Viereck von 
Fixpunkten, und es miisste dim rO,,< 14 gelten (vgl. [30, S. 195; 10, S. 
3-81). Aber in beiden Flllen ist dim r 0,X > 22, denn im Falle (h) ist der 
punktweise Stabilisator r,,, isomorph zu Spin 7 (vgl. [39, S. 3281). Die 
affrne Gerade U von E ist ein (reell) achtdimensionaler Teilraum von M, 
und die Standgruppe Tu induziert auf U eine zweifach transitive Transfor- 
mationsgruppe. Im Fall ,(d) hat Z die reelle Dimension 1, oder es ist n = 8. 
Trifft (e) zu, so ist die Fixpunktmenge Z des Stabilisators r,,X reel1 
582a/58/2-5 
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zweidimensional, trifft (g) zu, so kann wegen n = 7 die Fixpunktmenge 2 
ebenfalls nicht reel1 vierdimensional sein (denn fur geeignetes y E r, gilt 
Zn Zy = 1). Es liege schliesslich der Fall (f) vor. Dann kann M mit dem 
quaternionalen aff’nen Raum der Dimension n/4 identifiziert werden, und 
die Fixpunktmenge Z ist eine quaternionale Gerade von M. Man kann nun 
m = 4m > 8 annehmen und eine normierte unitlre Basis {e,, . . . . e,} mit 
eiCj = 0, i # j, und eiei = 1 so linden, dass Z= e,H ist. Da m > 1 gilt, gibt 
es einen Z enthaltenden zweidimensionalen Unterraum U, so dass der Sta- 
bilisator Tr/ isomorph zu R x SU,(H) g R x SO,(R) (vgl. [40, S. 30-331) 
ist, also dort eine zweifach transitive Gruppe induziert. Da U reel1 acht- 
dimensional ist, ist somit der iiberwiegende Teil der Behauptung bewiesen. 
Jede Multiplikation pk ist stetig. Die Multiplikationen ,u~, und pk2 sind 
genau dann stetig isomorph, wenn eine stetige und somit R-lineare Abbil- 
dung y existiert, fur die 
Yk2(XY> v’) = cll/&9 Y)lY fur alle x, y E M 
gilt. Die Behauptung tiber die stetige Automorphismengruppe von ,n folgt 
ebenfalls aus der Tatsache, dass jeder stetige Automorphismus der topolo- 
gischen Gruppe R” bereits R-linear sein muss. 
PROPOSITION 5.3. Ist M ein zusammenhdngender lokal kompakter Raum 
und 1” eine k-homogene Liesche Transformationsgruppe auf M mit k > 3, so 
ist r zweifach transitiv auf M. 
Beweis. Die Gruppe r, ja sogar die Zusammenhangskomponente r1 
von I’, ist in jedem Fall transitiv auf h4 [ 18, S. 306 und Proposition 5.1). 
Ware r nicht zweifach transitiv auf M, so triige A4 eine lineare Ordnung, 
und r ware eine Liesche Transformationsgruppe des linear angeordneten 
Raumes M [S, S. 1341. Da 6: r’/rfr -+ x~’ eine stetige Bijektion ist, ist M 
in der Ordnungstopologie zusammenhangend, und auf kompakten Mengen 
vermittelt c einen Homomorphismus. 1st U eine kompakte Umgebung in 
r’/r:, so ist o(U) in der Ordnungstopologie eine kompakte Teilmenge 
von x r’, also ein kompaktes Intervall. Dann ist aber M beziiglich der Ord- 
nungstopologie homoomorph zur reellen Zahlengeraden (vgl. such [26, S. 
55, 1161). Da r, keinen weiteren Punkt von M festlbst [5, S. 1301, ware 
r nach dem Satz von Brouwer [33, Hilfssatz 1.91 als Transformations- 
gruppe isomorph zu einer echten Untergruppe der Gruppe (xti ax + b; 
a # 0, b E R} und kiinnte somit nicht k-homogen sein fur irgendein k > 3. 
PROPOSITION 5.4. Es sei M ein zusammenhiingender lokal kompakter 
Raum und I’ eine k-homogene Liesche Transformationsgruppe auf M mit 
k 2 2, die nicht zweifach transitiv ist. Es sei ausserdem p eine Multiplikation 
auf M, so dass r aus Automorphismen von ,u besteht. Dann liisst sich M die 
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Struktur der reelkn Geraden R so aufprtigen, dass r aus den Abbildungen 
(x-ax-!-b; a>O, b ER} besteht und p die Gestalt p(x, y) - 
xi-(-x+y)k(-x+y)hat, wobeik(-x+y):RtReineFunktionist,fir 
die 
1 0 fik (-x+y)=O k(-x+y)= k, fir (-x+y)>O k, fir (-x$-y)<0 
rnit festen verschiedenen Zahlen k, aus R gilt. 
r ist die voile Automorphismengruppe jeder Multiplikation pkI,k2, und die 
Multiplikationen uk,,kz und ,uuk;,k; sind genau dann stetig isomorph, wenn 
entweder k, = k: und k2 = k,* oder kI = -kz und k2 = -k: gilt. 
Beweis. Die Gruppe r ist auf alle Ftille auf M transitiv [ 18, S. 3061. Da 
sie nicht zweifach transitiv ist, ist I’ nach 5.3 stets 2-homogen, aber nicht 
3-homogen, und der Stabilisator TIx,vI des ungeordneten Paares (x, y3 
lasst beide Punkte x und y fest: I’tx,yI = TX,, (vgl. [lS, S. 306-J). Da die 
Stan&wpen f’{a,b) und &,d} fiir beliebige ungeordnete Paare verschiede- 
ner Punkte konjugiert sind, sind die Faktorraume T’/rIa,b) und T/rjc,dI 
stets homomorph. Nach 5.1 ist M eine zusammenhangende Mannigfaltig- 
keit. 
Der Stabilisator r, des Punktes x E M hat in M\(x) genau zwei Bahnen 
B, und B,. 1st namlich z ein fester Punkt von M\(x) und u ein beliebiger 
Pm&t von M\(x), so ist das geordnete Paar (x, u) unter TX entweder das 
Bild des geordneten Paares (x, z) oder das Bild des geordneten Paares 
(z, x); trifft der erste Fall zu, so gehiire u zu B,, sonst sei u E B,. Es ist 
dim TX/r,,, = dim B, = dim B, = dim M [ll]. Dann ist aber B, jeweils 
offen [19, S. 441 und M\(x) = B, u B, ist nicht zusammenh&rgend. Daher 
ist M eine separable Mannigfaltigkeit, in der jeder Punkt ein Zerschnei- 
dungspunkt ist. Nach [29, S. 991, ist dann M homliomorph zu R. Da der 
Stabilisator r, keinen weiteren Punkt festlasst, folgt mit dem Satz van 
Brouwer (vgl. [33, Hilfssatz 1.9]), dass r=r’g (xt-,ax+b; a>O, beR) 
gilt. Die Behauptung ergibt sich nun unmittelbar aus 2.11, denn r ist eine 
Gruppe von Affinitaten des affinen Raumes R. 
6. TERNXRE MULTIPLIKATIONEN 
Es sei M ein dbjekt einer Kategorie %?. Fur eine beliebige ternare Multi- 
plikation fl auf M mit einer Gruppe r von Automorphismen, so dass der 
punktweise Stabilisator T’,, y der verschiedenen Punkte x und y keinen 
weiteren Punkt festlbst, gilt stets ~(x, x, x)=x, und jedes der Elemente 
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~(x, x, v), ~(x, y, x), p(y, x, x) ist in der Menge {x, v> enthalten. Ternare 
Multiplikationen, fiir die ~(x, x, v) = y (fur alle X, y E M) gilt, wollen wir 
3-projektiv, fur die ~(x, y, x) = y gilt, 2-projektiv, und fur die ~(y, x, x) = y 
gilt, l-projektiv nennen. Zu jeder auf den Tripeln verschiedener Punkte 
erklarten Multiplikationen, kann man (wenn dem nicht andere von der 
betrachteten Kategorie naheliegende Forderungen, so etwa die Stetigkeit 
von p, entgegenstehen) acht verschiedene Multiplikationen ~(i, j, k) mit 
i, j, k E { 0, 1 > assoziieren, die auf den Tripeln verschiedener Punkte mit p 
iibereinstimmen und fur die i, j, k E (0, 1 } gilt; ist die Multiplikation 
~(i, j, k) nicht l-projektiv, so sei i = 0, ist sie nicht 2-projektiv, so sei j = 0 
und ist sie nicht 3-projektiv, so sei k=O. Die Menge der acht Multiplika- 
tionen p(i, j, k) wollen wir eine Multiplikationsrotte nennen, ihre Elemente 
als Rottenreprbentanten und (i, j, k) als den Typ von p bezeichnen. 
1st h: Mx Mx M--f M eine ternare Multiplikation, die eine dreifach 
transitive Gruppe r von Automorphismen zulbst, so dass verschiedene 
Elemente z1 , z2, z3 E M existieren, fur die ,u(z, , z2, ZJ = zi fur ein 
Jo (1, 2, 3) gilt, so folgt unmittelbar aus der dreifachen Transitivitat von r, 
dass ,B(x, , x2, x3) = xj fur alle Tripe1 (xi, x2, x3) verschiedener Punkte gilt. 
Die von diesen drei Multiplikationen bestimmten drei Multiplikationsrot- 
ten wollen wir triviale Rotten und ihre Elemente triviale Multiplikationen 
nennen. Markante Reprasentanten fiir diese drei Rotten geben etwa die 
Projektionen pi: (x1, x2, x3) -+ xi fur alle x1, x2, x3 E M und mit festem 
ie (1,2,3) ab. Die volle Automorphismengruppe (in der Kategorie g) 
einer jeden trivialen Multiplikation ist jeweils die volle Automorphismen- 
gruppe von M. Umgekehrt ist jede ternlre Multiplikation, die eine dreifach 
transitive Gruppe zulasst, so dass der punktweise Stabilisator dreier ver- 
schiedener Punkte keinen weiteren Punkt festhilt, trivial. 1st M eine Varie- 
tat iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper und p eine algebraische 
tern&-e triviale Multiplikation auf M, so ist p = pi; das gleiche gilt, wenn 
M ein topologischer Raum und ~1 eine stetige ternare triviale Multiplika- 
tion ist. 
LEMMA 6.1. Es sei A4 = P,(K) die projektive Gerade iiber einem 
kommutativen K&per K und r= PGL,(K). Ist ,a eine nichttriviale tern&e 
Multiplikation auf M, so hat ,a auf Tripeln verschiedener Punkte K(aO, a,), 
K(b,, b,), K(c,, cl) die Gestalt 
prCK(aoy aI), K(% ~11, K(h &)I 
=KCao(blco-boc,)+b,r(aoc,-a,c,), 
a,(blco-bocl)+blr(a,cl-a,c,)l (*I 
rnit einem festen r E K\(O, l}. Die voile Automorphismengruppe 0 von ,ur ist 
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semidirektes Produkt des Normalteilers r mit der Gruppe derjenigen Auto- 
morphismengruppen von K, die r und somit such K(1, r) festlassen. 
Beweis. Es seien K(a,, a,), K(b,, b,), und K(cO, ci) verschiedene 
Punkte von P,(K) und a-l dasjenige Element aus PGL,(K), welches 
&a,, a,) auf K(1, 0), den Punkt K(cO, cl) auf K(1, 1) und K(b,, b,) auf 
K(0, 1) abbildet. Da PGL,(K) auf P,(K) scharf dreifach transitiv operiert, 
ist p auf den Tripehr verschiedener Punkte bereits dann bestimmt, wenn 
man h(K(l,O), K(1, l), K(0, 1)) kennt, und diesen Wert kann man frei, 
aber verschieden von der drei Punkten K( 1, 0), K( 1, 1 ), K(0, 1) wahlen. 
Setzt man p(K(l, 0), K( 1, l), K(0, 1)) = K(1, r) mit r E K\(O, 11, so ist 
=p(K(ao, al)‘-‘, K(c,, cl)‘-‘, K(bO,bI)“-l)a= [K(l, r)]“. 
Da die projektive Abbildung CI durch 
K(x, v) b-+ K([lao(blco - hsA1 x + [T~dwI - aIco)l Y, 
CalVvb-~ocl)l xf CWw-alcdl Y) 
gegeben ist, ergibt sich, dass p = gcl, auf den Tripeln verschiedener Punkte 
die Form (*) hat. Jeder Automorphismus y von p, der K(1, 0), K(0, l), und 
K(1, 1) festlasst, halt such K(1, r) fest. Daher besteht die volle Automor- 
phismengruppe 0 von p aus denjenigen Permutationen von M, die jedes 
Quadrupel verschiedener Punkte, deren Doppelverhaltnis einen der Werte Y, 
r-l, (1 - r) annimmt, auf ein Quadrupel mit demselben Doppelverhaltnis 
abbilden. Nach [30, 4.2, S. 1211 ist damit 6.1 bewiesen. 
Es gibt scharf dreifach transitive Gruppen, die nicht zu PGL,(K) 
isomorph sind. Daher existieren ternare Multiplikationen, die von denen 
im Lemma 6.1 vorgestellten klassischen verschieden sind, aber sich doch 
ahnlich beschreiben lassen. 
1st M eine Menge, auf der eine zu keiner Gruppe PGL,(K) isomorphe 
Gruppe I’ scharf dreifach transitiv operiert, so kann man aus M ein beliebi- 
ges Element co entfernen und der Menge M\( co ) die Struktur eines 
speziellen Fastbereichs, eines KT-Felds F aufpragen (vgl. [42, S. 234-239; 
23, Section 121). 1st p eine nichttriviale ternare Multiplikation auf iV, die 
r als eine Gruppe von Automorphismen gestattet, und ist ~(0, 1, co) = Y 
mit r E: F\(O, 11, so gilt fur jedes Tripe1 verschiedener Punkte xi nun 
j.L(Xl) x2, x3) = p(x”;-I, xl-l, x;-’ )” = Y”, wobei a dasjenige Element aus r 
ist, fiir welches 0” = x1, 1” = x2, co= = x3 gilt. Die Multiplikation p = p, ist 
also bestimmt durch ein Element r E F\{O, 1 }. Die volle Automorphismen- 
gruppe von pcL, enthalt das Erzeugnis von r mit der Untergruppe @ der 
Automorphismengruppe von F, fur die r@ = r gilt. Dies folgt aus 2.6, denn 
232 KARL STRAMBACH 
(x, y) H p, (x, y, cc ): Fx F-t F ist eine bintire Multiplikation mit einer 
scharf zweifach transitiven Gruppe Too von Automorphismen. 
Am leichtesten lassen sich KT-Felder aus einem kommutativen K&per K 
mit Hilfe einer Kopplung IC konstruieren (das ist eine Abbildung der multi- 
plikativen Gruppe K* von K in die Automorphismengruppe der additiven 
Gruppe (K, +) mit zusatzlichen Eigenschaften (vgl. [42, S. 64 oder 23, S. 
37]), wenn IC(K*) jedes Quadrat von K festlasst [42, S. 2391. Dann Ibst 
sich M mit der projektiven Geraden P,(K) iiber K und r mit der Gruppe 
der Abbildungen 
K(x, y) H K[u(x”‘~‘) + b(y”@‘), c(Y@)) + d(y”@‘)] (*) 
mit a, b, c, d E K und D = ad-be # 0 identifizieren; der Automorphismus 
rc(D) von (K, -t ) hangt nur von der Quadratklasse von D ab (vgl. [42, S. 
2431). 
Sind K(a,, a,), K(co, ci) und K(b,, b,) verschiedene Punkte von 
M= P,(K), so hat die Abbildung aer mit [K(l, O)]“= K(a,, a,), 
[K(O, l)]“= K(b,, b,) und [K(l, l)]“= K(co, cr) die Gestalt 
x(x, Y) ~--t KCao(b, co - boc,)W+“) + bo(aoc, - a, c~)(.J+~)), 
a,(b,c,- bocJxK@‘)) + b,(q,c, - u,c,)(JJ~(~))] 
mit D = (sob, -a, b,)(aoc, - u1 c,)(bI c,, - b,c,). 
1st nun p = pr eine ternbe Multiplikation auf M= P,(K), die r als eine 
Gruppe von Automorphismen zullsst, so hat .ur auf den Tripeln verschiedener 
Punkte K(ao, a,), K(co, cl), K(b,, b,) die Gestalt 
~rlIK(ao, ~11, K(co> cd, K(bo, WI 
= K[a,(b, co - b,c,) + bO(rK(D))(aOcI - a,~,), al(b,co - b,c,) 
+ bl(rKCD))(aOcI -a, co)]. 
Eine Multiplikation p, ist genau dann keine keine klassische Multiplika- 
tion, wenn I nicht unter allen Automorphismen aus der Menge 
(k’(D) ( D Determinante eines Elementes aus r> 
festbleibt. Es sei namlich s E K, so dass rK(‘) # r gilt. Ware ,u~ eine klassische 
Multiplikation, so liesse sie PGL2(K) als eine Gruppe von Automorphismen 
zu; insbesondere ware dann p: K(x, y) H K(x, sy) ein Automorphismus von 
,u,.. Dann galte aber 
,urCK(L OY, K(1, lY> HO, 1Yl 
=~r[K(l, 01, K(L l), K(O, l)Ip=K(L ST). 
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Dies ware aber ein Widerspruch, denn die linke Seite dieser Gleichung ist 
&(K(l, O), K(1, s), K(0, 1)) = K(l, Si”K(S)). 
Es ist klar, dass ein Automorphismus von pr, der K(1, 0), K( 1, l), und 
K(0, 1) einzeln festlhst, such K( 1, Y) lixieren muss. Andererseits enthalt der 
Durchschnitt 0 der vollen Automorphismengruppe von ,u~ mit der Gruppe 
Pr’L,(K) das semidirekte Produkt von r mit der Gruppe Y derjenigen 
Automorphismen von K, die r festlassen und r normalisieren. 1st namiich 
p ein Element aus Y un CI ET mit [K(l, O)]“= K(a,, a,), [K(l, l)]” = 
K(q,, cl) und [K(O, i)]“=K(b,, b,), so gilt 
iu,CK(% ~1Y~ K(co, ClYY K(bcl> WI 
= ,& [K( 1, oy-‘y K( 1, l)p-ly K(0, 1 y-‘““] 
= [K(l, r)]p-l=p = [K( 1, r)]“P 
= PClrCK(%, a ), K(co, Cl), Hb,, h)lP> 
denn p - lap E l? 
Ein Isomorphiekriterium fur zwei ternare Multiplikationen mit dreifach 
transitiver Automorphismengruppe ist gegeben durch die folgende allge- 
meine 
PROPOSITIQN 6.2. Es sei M Objekt einer Kutegorie und pi: Mx h4 x 
M-+ M seien zwei Multiplikationen, die beide denselben Typ und dieseibe 
drefach transitive Permutationsgruppe 0 als volle Automorphismengruppe 
haben. p1 und p2 sind genau dann isomorph, wenn eine 0 normalisierende 
Permutation p von M und verschiedene Punkte a,, a,, a3 EM existieren, so 
dass a; = ai, ie { 1,2, 31, und pz(a,, a2, a3) = [ul(a,, a2, a3)]e gilt. 1st M 
die projektive Gerade fiber einem kommutativen K&-per K, so kann man 
a, = K(1, 0), a, = K(1, l), und a3 = K(0, 1) wiihlen. 
Beweis. Die Multiplikationen p1 und bLz sind genau dann isomorph, 
wenn eine Permutation p von M mit a; = a, existiert, so dass 
~~(x’;, x;, x’;)= [pi(x,, x2, x3)lp fur alle Tripe1 verschiedener Punkte 
x,eM gilt. Es ist ~,(a,, a*, a,) :=d,=pz(a;, a$, a$)= [uI(al, a2, as)]” :- 
df. Wegen ~~((x;-~)~, (x;-‘)~, (x$-‘)~) = [l~l(x~-l, x$-‘, x:-‘)]~ folgt 
[pZ(xl, x2, x3)lp-’ = pl(xy-‘, x;-‘, x$-l). 1st z E 0, so hat man nun 
pz(x;-l’p, x+, xpq = [p1(xf-‘, xg-‘, xt;-yp = [.$(x1, x*, XJp? 
Daher besteht p -lOp aus Automorphismen von ,u,, und man hat 
p -‘Qp = 0, denn 0 ist die volle Automorphismengruppe von pL2. 
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Satz 6.3. Es sei V eine n-dimensionale Varietat (n 2 l), die iiber einem 
algebraisch abgeschlossenen K&per K beliebiger Charakteristik definiert ist, 
und G eine iiber K dejinierte algebraische Gruppe, die auf den Punkten von 
V bireguliir und dreifach transitiv operiert. 
1st u eine nichttriviale tern&e Multiplikation auf V, die G als eine Gruppe 
von Automorphismen zuliisst, so kann man V die Struktur der projektiven 
Geraden P,(K) aufprtigen, so dass ,u auf den Tripeln verschiedener Punkte die 
Gestalt ,a = pr mit r E K\(O, 1 > aus 6.1 hat, und G = PGL,(K) ist. 
Ist h ein algebraischer Morphismus V x V x V -+ V, so gilt p, = ~~(0, 0, 0), 
und die voile algebra&he Automorphismengruppe van p ist G. Die 
Multiplikationen P,.~ und flrz mit riE K\(O, 1 } sind genau dann algebraisch 
isomorph, wenn sie den gleichen Typ haben und r1 = rz gilt. 
Beweis. Dass GgPGL,(K) und Vr P,(K) gilt, folgt mit [25, Korol- 
lar 21. Die Behauptung iiber die Gestalt von ,u ergibt sich mit 6.1. Dass 
eine algebraische Multiplikation /.L~ den Typ (0, 0,O) haben muss, sieht man 
unmittelbar, wenn man zwei Punkte in (*) gleichsetzt. Der Rest folgt aus 
der Tatsache, dass keine algebraische Transformationsgruppe auf V 
existiert, die G als echten Normalteiler enthielte. 
Hier miichten wir daran erinnern (Satz 4.2), dass es keine dreifach 
homogenen algebraischen Gruppen auf V gibt, die nicht dreifach transitiv’ 
wlren. 
SATZ 6.4. Es sei M ein nicht total unzusammenhiingender lokal kompak- 
ter Raum und r eine auf M dreifach transitive Liesche Transformations- 
gruppe. Ist u: Mx Mx M+ M eine nichttriviale Multiplikation, so dass r 
eine Gruppe von Automorphismen von u ist, so tritt genau einer der folgenden 
Fiille auf: 
(i) M hat die Struktur der reellen bzw. komplexen projektiven Gera- 
den, und ,a ist eine der Multiplikationen pr aus 6.1. Ist M die reelle projektive 
Gerade, so ist r= PGL,(R) die voile Automorphismengruppe von u,. Ist M 
die komplexe Gerade, so ist r= r’ = PGL,(C) genau dann die volle Auto- 
morphismengruppe van ,u,, wenn r nicht reel1 ist; ist dagegen r reel& so ist die 
voile Automorphismengruppe von ur semidirektes Produkt von ri mit der 
(aus 2 Elementen bestehenden) Gruppe stetiger Automorphismen von C. Zwei 
Multiplikationen prl und pr2 aus (i) sind genau dann isomorph, wenn rl = r2 
gilt. 
x2 (ii) Der R 
aum M hat die Struktur einer Quadrik Q: X1=1 xf - 
,,+ 1 = 0 im n-dimensionalen reellen projektiven Raum P, mit n > 4, die 
Zusammenhangskomponente r’ von r ist isomorph zu PSO,,,(R, l), und 
ftir die Multiplikation u gilt: 
Es seien al, az, a3 verschiedene feste Punkte von Q; dann lasst der punkt- 
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weise Stabilisator 0 von a,, a2, a3 in I’ (ja sogar in I) die durch die ai 
bestimmte l-Sphiire S(aj) punktweise fest, Identijiziert man S(ai) mit der 
projektiven Geraden P,(R), so ist die Restriktion psCa,) von p auf S(a,) eine 
Multiplikation ,uL, aus 6.1 mit r E R\(O, 11. 
Sind x1, x2, x3 beliebige verschiedene Punkte von Q, so ist 
wobei CI diejenige Abbildung aus I’ ist, fir die a: = xi gilt. Die voile Auto- 
morphismengruppe von u ist die Gruppe PGO,,+,(R, l), in der I1 einen 
Index < 2 hat. 
Die Multiplikationen p1 und p2 auf M sind genau dann isomorph, wenn die 
Restriktionen ,u&, = pr, und u&i) = pClrZ isomorph sind, d.h. wenn rl = r2 gilt 
und pll sowie urZ von demselben Typ (i, j, k) sind. Ist p stetig, so hat im 
Falle (i) die Multiplikation p, im Falle (ii) die Restriktion auf S(ai) den Typ 
(0, 0,O); die iibrigen Multiplikationen der Rotte von u sind nicht stetig. 
Beweis. Nach [39, S. 223-2241 is klar, dass die Zusammenhangskom- 
ponente r1 von r zu PSO,, ,(R, 1) mit n > 2 isomorph ist. 1st n = 3 bzw. 
?z = 4, so ist r bzw. r’ isomorph zu PGL,(R) bzw. zu PCL,(C), und man 
hat wegen 6.1 den Fall (i), denn M hat die Struktur der projektiven Cera- 
den iiber R bzw. C (vgl. [40, S. 38, 271). Es sei nun n > 4. 1st L die Ebene 
im P,, die durch ai bestimmt ist, so ist der Stabihsator 0 von L n Q in r 
die Gruppe PGL,(R), denn L n Q ist eine l-Sph6re; ausserdem hat der 
punktweise Stabilisator von L n Q in PSO, + ,(R) fur N 2 4 ausserhalb von 
keine Fixpunkte. Der griisste Teil der Behauptung folgt nun mit 6.1 und 6.2 
sowie mit der Tatsache, dass die Gruppe PSO,, ,(R, 1) als Normalisator in 
der Homtiomorphismengruppe die Gruppe PGO,, ,(R, 1) hat; PSO,, ,(R) 
hat in PGO,, r(R) einen Index < 2. 1st n >, 3, so gibt es in PGO,, r(R) 
Spiegelungen cr an Hyperebenen, die L n Q punktweise festlassen und 
ausserhalb von PSO,, ,(R, 1) liegen. 1st r E PSO,, r(R) mit af = xl, so giBt 
p(x~,x~, x4) = p(ay, a?, a?) = u(aF, aF, a?) = @(al, a,, a3)]u20 = 
Aal, a2, C = p(a”l, UT,, Q’ = &xl, x2, x3Jc, denn a liisst Ita,, a2, q3) 
fest. 
SATZ 6.5. Es sei M ein zusammenhangender lokal kompakter Raum und 
I eine k-homogene, aber nicht dreifach transitive Liesche Transformations- 
gruppe mit k > 3. Es sei u eine ternare Multiptikation, so dass I die (voile) 
Automorphismengruppe von p ist. Dunn liisst sich M die Struktur der projek- 
tiven Geraden P,(R) so aufpriigen, dass r= PSL,(R) gilt und fiir Tripe1 
verschiedener Punkte R(x,, yl), R(x,, y2), und R(x,, y3) die Multiplikation 
p = pkl,kz die folgende Gestalt hat: 
Bezeichnet B, bzw. B2 die Bahn des geordneten Tripe& (R(l,O), R(1, l), 
R(0, 1)) bzw. (R(l, 0), R(1, -l), R(0, 1)) unter I, so gilt 
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~,wc#W~v YI), W,, YAW,, ~3)) 
= CWL k)l” 
I 
wenn (WI, YA Rh, yd, Rh, y3)) ~4 4 gehiirt 
i3W WI’ wenn (WI, yd, Rh, YA W3, yd) 2~ 4 gehW 
dabei sind ki feste reelle Zahlen mit {k,, k,} # (0, l} sowie k, # -k, und a 
ist diejenige Abbildung aus PSL,(R), ftir die 
ML OY, WL I)“, WA 1)“) = (W,, vd, W,, yzh W,, YA) b.m. 
(R(l, O)“, WA -l)“, WA 1)“) = (Wl, vl), Rh, YA R(+, yd)gilt. 
Die Multiplikationen uk,,k2 und CL,+; sind genau dann stetig isomorph, wenn 
sie den gleichen Typ haben, k, = k; und k2 = k; gilt. Ist ,u,+,,~~ eine stetige 
Multiplikation, so ist sie vom Typ (0, 0,O); die iibrigen Multiplikationen der 
Rotte von ,u~,,~~ sind nicht stetig. 
Beweis. Als zweifach transitive Liegruppe (vgl. 5.3) darf r keinen auf M 
scharf transitiven Normalteiler enthalten, denn sonst triige M die Struktur 
eines affinen Raumes turd der punktweise Stabilisator zweier verschiedener 
Punkte h&tte eine positivdimensionale Menge von Fixpunkten [S, Proposi- 
tion 3.21. Liesse sich M die Struktur einer mindestens zweidimensionalen 
konformen Quadrik Q (vgl. [39, S. 224-J) aufprggen, so operierte bereits 
die Zusammenhangskomponente r’ von r auf M dreifach transitiv. Ware 
M ein mindestens zweidimensionaler projektiver Raum, so liesse der Stabi- 
lisator eines beliebigen ungeordneten Punktepaares eine Gerade invariant, 
und r wire nicht k-homogen. Aus der Klassifikation der zweifach transiti- 
ven Liegruppen folgt also [39, S. 222-2231; vgl. such [41]), dass M die 
Struktur einer projektiven Geraden hat und r die Gruppe PSL,(R) in ihrer 
natiirlichen Darstellung sein muss. Zu jedem Tripe1 verschiedener Punkte 
R(x,, yi), R(x,, yJ, R(x,, y3) lvon 
Element, so dass [R(f,, yl)]“- 
M gibt es dann in r genau ein 
entweder [R(x~, y2)la- 
=R(l, 01, CRh, ~$1~~ =W, 1) und 
=R(l, 1) oder [R(q, y2)lb- =R(l, -1) gilt. 
Wegen 
POW,, VI), W,, ~21, W,, ~3)) 
= MCW1, YJY-‘> CWZ, ~dl? CR& VA”-‘)I” 
= bVW, O), CWz, yd-‘, W, 1))l” 
ist ,u durch die Werte p(R(i,O), R(1, l), R(0, 1)) = R(l, k,) und 
p(R(l, 0), R(1, - l), R(0, 1)) = R(1, k,) bestimmt; da ,u nicht trivial ist, gilt 
(h, kz) f (0, I>. 
Ware PGL,(R) die volle Automorphismengruppe von p, so ware die 
Involution y, welche R(l, 0) und R(0, 1) als Fixpunkte hat und R(l, k) mit 
R(l, -k) mit ke R vertauscht, ein Automorphismus von ,u, und man hatte 
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bk~,,cz(W 01, NL 11, W 1))l’ 
= CR(1, k)lY=~~,,&W, OP’, W, I)‘, W, ljy) 
=fiu,,,,(WL O), R(L -I), RR4 1)) 
= R(L b), woraus sich k, = -k, ergibt. 
Die Behauptungen iiber die Isomorphie sind mit 4.2 deshalb klar, weil 
PGL,(R) der Normalisator von PSL,(R) in der Homiiomorphismen- 
gruppe der projektiven Geraden ist. 
SATZ 6.6. Es sei M eine endliche Menge und I eine dreifach transitive 
Permutationsgrupe auf M. Ist p eine nichttriviale Multiplikation auf M, so 
dass I eine Gruppe von Automorphismen von p ist, so tritt genau einer der 
folgenden Fiille auf: 
(1) M hat die Struktur der projektiven Geraden iiber einem Galoisfeld 
GF(q), und I ist eine PGL,(K) enthaltende Untergruppe der Gruppe 
PE(2, q) in ihrer natiirlichen Darstellung, wobei q > 3 und I & PTL(2, 2’) 
gilt. Die Multiplikation p ist eine der Multiplikationen p, aus 6.1. Die voile 
Automorphismengruppe von p,. ist diejenige Untergruppe 0 von PIL(2, q), 
die hinsichlich der Eigenschaft maximal ist, dass der punktweise Stabilisator 
0 O,l,m such r festliisst. Zwei Multiplikationen pr, und pr2 desselben Typs 
(i, j, k) sind genau dann isomorph, wenn eine Permutation aus PTL(2, q) 
existiert, die 0, 1, und co einzeln festliisst und r1 auf r2 abbildet. 
(2) M ist die projektive Gerade iiber einzm Galoisfeld K = GF(q) mit 
1~1 = PWk+ l), wobei p eine Primzahl und k E N w  (0) ist. Fiir die Gruppe I 
gilt rn PGL,(K) = PSL,(K); sie enthalt die scharf dreifach transitive 
Gruppe M(p2C2k + ‘) ), die aus den folgenden Abbildungen besteht: 
K(x, y) I-+ K[a(x”(“)) -t b(y”@‘), c(x”@‘)) f d(y”‘“))] mit a, 6, c, de K und 
D = ad- be # 0; dabei ist J.(D) = 1, wenn D ein Quadrat, und J(D) ist der 
Automorphismus x I--, x (2k+1)* K -+ K, wenn D kein Quadrat ist. Die Multipli- 
kation p=p, hat auf den Tripeln K(a,, a,), K(b,, b,), K(c,, c,) verschiede- 
ner Punkte von M die Gestalt 
pL, CK(ao, 4, K(co, cl), K@o, WI 
= K[ao(b,co - b,c,) + bo(ri(b))(aocl - a,c,), 
al(~lco-bo~l)+bl(~“~D))Caocl -alcoIl, 
wobei r E K\(O, 1> kein Quadrat in K ist und D = (sob, -a, b,)(a,c, - a,c,) 
(blco - b,c,) gilt. Die voile Automorphismengruppe 0 von pclr ist semidirektes 
Produkt von I mit der Gruppe W derjenigen Automorphismen von K, die r 
festlassen. Zwei Multiplikationen prr und ,uurz sind genau dann isomorph, werm 
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sie dieselbe vole Automorphismengruppe haben und wenn rl und r2 in derselben 
Bahn der Automorphismengruppe von K liegen. 
(3) M hat die Struktur des n-dimensionalen affinen Raumes (n 3 2) 
iiber GF(2). Jedes n bestimmt genau eine Multiplikationsrotte R,. Ist x4 der 
vierte, von den xi, i = 1, . . . . 3, verschiedene Punkt der von x1, x2, xj 
bestimmte (affinen) Ebene von M, so gilt fiir jede Multiplikation p, aus R, 
stets pn(xp, xq, x,)=x4 ftir (xp, xq, x,> = {x1, x2, x3}. Die Gruppe r, die 
aus allen Affinitiiten von M besteht, ist die vole Automorphismengruppe 
jeder Multiplikation p,,, und keine zwei Multiplikationen p,, und p, sind fiir 
n # m isomorph. 
Beweis. Die Gruppe r kann keine der 5 Mathieugruppen sein, denn der 
punktweise Stabilisator dreier verschiedener Punkte von M hat keinen 
weiteren Fixpunkt [18, Chap. XII, Section 1, insbesondere Theorems 1.3, 
1.4, 1.9, Remark 1.121. Hat r keinen scharf transitiven Normalteiler, so 
lbst sich der Menge M die Struktur einer projektiven Geraden iiber einem 
Galoisfeld GF(q) aufpragen, so dass r eine dreifach transitive Untergruppe 
der Gruppe PTz(2, q) (in ihrer natiirlichen Darstellung) ist (vgl. [22, S. 
671). Da wir voraussetzen, dass ~1 eine nichttriviale Multiplikation ist, llsst 
der punktweise Stabilisator dreier verschiedener Punkte weitere Punkte 
fest; daher ist IMI > 3 und r $ PrL(2,2’). Die dreifach transitive Gruppe 
r ist eine Erweiterung der Gruppe PSL(2, q). Zerfallt diese Erweiterung, so 
ist I’ semidirektes Produkt von Tn PGL(5 q) mit einer Untergruppe der 
Automorphismengruppe von GF(q); dann enthalt aber r die Gruppe 
PGL,(K) als Untergruppe und die Behauptungen in (1) folgen aus 6.1 und 
6.2 sowie aus der Tatsache, dass Pn(2, q) der Normalisator von 0 in der 
symmetrischen Gruppe von M ist. 
Zerfallt diese Erweiterung nicht, so enthalt r als Untergruppe die scharf 
dreifach transitive Gruppe M(pf) mit q=pf und f =2m (s. [18, S. 163 
oder 42, S. 2471). Dass die Multiplikation p = ,uI auf den Tripeln verschie- 
dener Punkte die in (2) gegebene Darstellung hat und dass sie nicht 
klassisch ist, folgt mit den Ausfiihrungen im Anschluss an das Lemma 6.1. 
Da die volle Automorphismengruppe 0 von pu, nicht 4-transitiv sein 
kann, folgt aus der Klassitikation zweifach transitiver Gruppen, dass 
0 c PrL(2, p*(=+ l) ) gilt (vgl. [22, S. 671). Da die Faktorgruppe 
Pfi(2, pz(*k+ “)/PSL(2, p2(*k+ l) ) abelsch ist, normalisiert die Automor- 
phismengruppe A von K die Gruppe r; dann hat aber 0 ebenfalls nach den 
im Anschluss an das Lemma 6.1 gemachten Aussagen die in der Behaup- 
tung des Satzes angegebene Struktur. 
Die Multiplikationen Pi, und Pi, sind genau dann isomorph, wenn sie 
beide dieselbe (volle) Automorphismengruppe 0 haben. 0 ist semidirektes 
Produkt r. Y von r mit der Gruppe Y derjenigen Automorphismen von 
K, die sowohl rl, als such r2 festlassen. Da 0 ein Normalteiler von 
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pw2, P 21k+ ‘)) und dies such der Normalisator von 0 in der Gruppe aller 
Permutationen von M ist (vgl. [22, S. 67]), sind pL,l und fir2 genau dann 
isomorph, wenn y1 und r2 in derselben Bahn der Automorphismengruppe 
A von K liegen (vgl. 6.2). 
Besitzt r einen scharf transitiven Normalteiler N, so ist N eine elementar 
abelsche 2-Gruppe, und r ist semidirektes Produkt von N mit der Gruppe 
GL(n, 2) = IL(n, 2), wobei IZ > 2 der Rang des Vektorraumes N iiber 
GF(2) ist; r ist dann die Gruppe der Aflinitaten des affinen Raumes N, der 
mit der Menge M identifiziert werden kann (vgl. [22, S. 681). Sind nun x1, 
x2, x3 verschiedene Punkte von N, so sind diese Punkte nicht kollinear, 
und die von ihnen bestimmte affrne Ebene hat genau 4 Punkte, Wir setzen 
p(xi, xj, xk) =x4 fiir (xi, xi, xk) = ( x1, x2, x3). Die so bestimmte Multipli- 
kationsrotte hat r als volle Automorphismengruppe, und zu jedem n >, 2 
gibt es genau eine Multiplikationsrotte, die aus nichttrivialen Multiplika- 
tionen besteht. 
Bei der Klassifikation von ternaren Multiplikationen, die auf einer end- 
lichen Menge M leben und die eine dreifach homogene, aber nicht dreifach 
transitive Gruppe I’ von Automorphismen gestatten, kommt fur kleine 
Kardinalitaten von M (I&f) = 4, 5,8) fiir r such eine scharf zweifacb 
transitive Gruppe in Frage. Terngre Multiplikationen p, deren voile Auto- 
morphismengruppe scharf zweifach transitiv ist, bestimmen natiirlich keine 
Rotte, denn fiir zwei gleiche Argumente kann das Produkt ausserhalb der 
Menge dieser Argumente liegen. 
LEMMA 6.7. Es sei M ein Objekt einer Kategorie % und F eine scharf 
zweifach transitive Transformationsgruppe von Morphismen auf M. 1st 
u: M x M x M + M eine Multiplikation, so dass F eine Gruppe von Auto- 
marphismen von p ist, so kann M mit der Struktur eines Fastbereichs 
(M, -t- ,. ) versehen werden, so dass ,U = pLt die folgende Form hat: 
(i) p(x,x,x)=x fiir alle xaM 
(ii) p(x, y, x) = t” mit einem festen t E M fiir alle x # y aus M, wobei 
a dasjenige Element aus F ist, fir welches 0” =x und 1’ = y gilt. 
(iii) Fur Tripe1 (x1, x2, x3) mit x1 #x3 ist ,u(xl, x2, x3) = [f(x;-I)]", 
wobei 01 dasjenige Element aus F ist, fur welches 0” = x1, 1” =x3 gilt, und 
f. M--f M eine Abbildung ist. 
Die Gruppe F ist genau dann die voile Automorphismengruppe von u&t, wenn 
keine Permutation p von M mit Op = 0, lp = 1, und te = t existiert, so dass 
f(x") = [f(x)]” fur alle XE M ghlte. Zwei Multiplikationen P~~,~, und pfz,12 
sind genau dann isomorph, wenn eine Permutation o van M mit 0” = 0, 1” = 1 
und tf = t2 existiert, so dass f2(x0) = [fi(x)]" fiir alle x E M gilt. 
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Beweis. Da der Stabilisator eines Punktes x in r keinen weiteren Punkt 
festlasst, folgt (i). Sind x1 =x3 #x2, so existiert genau ein Element a E r 
mit x”;-l = 0 und xg-l= 1 und ~(x,, x2, x1) = [p(O, lo)]” = ta mit einem 
festen t E M. Sind xi, x2, x3 E 44, so dass x1 und x3 verschieden sind, so 
gibt es in T’ genau ein Element a mit x”;-’ = 0 und xz-’ = 1. Wegen 
#4x, 3 x2, x3) = lx4 xzu-‘2 l)]” ist p ausser durch t durch eine Funktion 
f: M+ M bestimmt: ~(0, X, 1) = f(x). Die Behauptungen iiber die voile 
Automorphismengruppe von pA I sowie die Isomorphie von p,-,*, und ,ufi,** 
ergeben sich nun unmittelbar, wenn man bedenkt, dass man sich auf 
Automorphismen bzw. Isomorphismen q5 beschdnken kann, die 0 und 1 
fixieren; dann gilt namlich ,ul(O, x4, 1) = [pi(O, X, l)]” bzw. ~~(0, x4, 1) = 
CPl@ 4 w. 
Gestattet eine Multiplikation eine scharf transitive Gruppe von Auto- 
morphismen, so gilt das folgende, nicht sehr aussagekrlftige, aber sehr 
allgemeine 
LEMMA 6.8. Es sei M Objekt einer Kategorie V und r eine scharf 
einfach transitive Transformationsgruppe van Morphismen auf M. Ist 
p: ny= 1 Mi -+ M, Mi = M, eine n-stellige Multiplikation auf M, die r als 
eine Gruppe von Automorphismen zulasst, so ist 
/4x, 3 . ..9 x,) = Cf(x,, **., &JIcI, 
wobei a dasjenige Element aus r ist, welches ein festes Element 0 von M auf 
x1 bringt, und f: n,“_, Mj -+ M eine Abbildung ist. Die Multiplikation p ist 
genau dann ein Morphismus von %?, wenn f: ny= z Mi --) M ein Morphismus 
ist. 
Es sei 0 ein fester Punkt von M. Die Gruppe r ist genau dann die volle 
Automorphismengruppe von u, wenn keine Permutation p: M -+ M mit Op = 0 
existiert, so dass f(xg, . . . . x:) = [fi(x,, . . . . x,)] p fiir alle (x2, . . . . x,) giilte. 
Zwei Multiplikationen ,L+, und ,uf2 mit derselben Automorphismengruppe sind 
genau dann isomorph, wenn eine Permutation u von M mit 0” = 0 existiert, 
so dass fi(x;, . . . . x,“) = [fi(x,, . . . . x,)]” fiir alle (x2, . . . . x,) gilt und o die 
volfe Automorphismengruppe von 1% normalisiert. 
Der Beweis dieses Lemmas ist so leicht, dass auf seine Ausfiihrung 
verzichtet werden kann. 
SATZ 6.9. Es sei M eine endliche Menge mit 1MJ > 3 und r eine 3-homo- 
gene, aber nicht dreifach transitive Permutationsgruppe. Ist p eine tern&e 
Multiplikation, so dass r eine Gruppe von Automorphismen von ,u ist, so tritt 
genau einer der folgenden Fiille auf: 
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(i) Die Menge M ist die projektive Gerade iiber GF(q) mit 
q = p f I 3(4); sie sei koordinatisiert mittels inhomogener Koordinaten. I ist 
eine PSL(2, q) enthaltende Untergruppe von PI’L(2, q). Die Multiplikation p 
hat einen Typ (i, j, k) und wird beschrieben durch eine Funktion 
h: (19 -+GF(q) u 03. Sind x1, x2, xj verschiedene Punkte aus M, so 
existiert ein a E I mit 0” =x1, 00 a=~g undentweder lm=x2 oder -l”=x,, 
und man hat 
/4x1, xz, x3) = PWX, E, aa) = Ch(e)l” mit E = x;-‘. 
Ist h( 1) = d1 und h( - 1) = d,, so gehiirt ,u~,,~~ genau dann zu einer trivialen 
Rotte, wenn di E (0, 1, co > fiir i = 1, 2 gilt. pd,,d2 gestattet genau dann keine 
dreifach transitive Automorphismengruppe, wenn in PlT(2, q) kein Element 
w existiert, so dass 0” = 0, coo = co, 1” = - 1 und d 7 = d2 g&e. 
Die voile Automorphismengruppe a von pd,,dZ ist, wenn sie nicht dreifach 
transitiv ist, semidirektes Produkt von Y = PSL(2, q) mit der Gruppe 0 der- 
jenigen Automorphismen van GF(q), die sowohl d1 als such d, festlassen. 
Die Multiplikationen pdl.dZ und pLel,eZ, die beide die nicht 3-transitive 
Gruppe 52 als voile Automorphismengruppe haben, sind genau dann isomorph, 
wenn eine Permutation o aus PL(2, q) existiert, so dass 0” = 0, 00~ = ogb und 
entweder l”= l”, dT=e, und d’;=ez oder lo= -1 und dy=e, gilt. 
(ii) M ist die ajfine Gerade iiber dem K&per GF(2m) mit m = 5 o&r 
3, und I ist die Gruppe AI’L(l,2”) aller affinen semilinearen Abbildungen 
von M. Die Multiplikation p hat einen Typ (i, j, k) und wird beschrieben 
durch eine Funktion h: {zZr--l) + GF(2”), wobei z ein Erzeuger der multipli- 
kativen Gruppe von GF(2”) ist, und t im Falle m= 5 die Menge 
( 1, 2, 3,4,6, 8 ), im Falle m = 3 die Menge { 1, 2, 3 > durchlliuft. Sind xt, x,, 
x3 verschiedene Punkte aus M, so existiert ein a E F mit x4-I = 0, x; =oO 
und xi-’ E (z*‘-~ } und man hat p(x,, x2, x3) = p(O”‘, x;-‘, 00) = [h(x;-‘)I”. 
Genau dann gehiirt p zu einer trivialen Rotte, wenn h(z*‘-‘) E (0, 1> fur alle 
t gilt. 
Es gibt genau eine nichttriviale Rotte von Multiplikationen pLh, die eine 
drezfach transitive Automorphismengruppe zulassen, namlich fir h(z2’-‘) = 
1 + z2’-‘. Zwei Multiplikationen pr,, und ph2, die beide I als voile Automor- 
phismengruppe haben, sind genau dann isomorph, wenn h1 = h, gilt. 
(iii) Es ist 46 (Ml < 5, und I ist eine scharf zwetfach transitive 
Gruppe; diese Situation ist durch Lemma 6.7 erfasst. 
(iv) Es ist ) MI = 4 und I die Diedergruppe der Ordnung 8. Es sei 0 ein 
festes Element aus M und 1 der von 0 verschiedene Fixpunkt des Stabilisators 
I,. Fiir alle x1 EM gilt entweder p(x,, x1, x,)=x, oder p(xl, x1, x1)= 1”, 
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wobei CI ein Element aus F ist, welches 0 auf x1 abbildet. Sind nicht alle 
Argumente gleich, so gilt 
/4x,, x2, x3) = c/-Q, g-l, x;-‘)l* = [j-(x;-‘, x;-‘)I”, 
wobei f: M x M\ (0,O > -+ M eine Funktion ist. 
Die Gruppe F ist genau dann die voile Automorphismengruppe von M, 
wenn a(~, x, x) # x ist oder keine Permutation o von M mit 0” = 0 existiert, 
so dass f(xs, x4) = [f( ~~,x~)]~j?ir alle (x,,x,)~MxM\{O,0) gilt. Zwei 
Multiplikationen pfI und pf2 sind genau dann isomorph, wenn pf,(x, x, x) = 
ruf(x, x, x) gilt und eine Permutation p von M mit Op = 0 existiert, so dass 
fi(X~~ 4) = Cfi( x2, x3)lp fur alle Paare verschiedener Punkte xi erfullt ist. 
(v) Es ist 3 < IM1 < 4, und F ist auf M scharf einfach transitiv, oder 
IMI = 3 und F= 1; dies ist eine spezielle Situation von Lemma 6.8. 
Beweis. 1st r eine dreifach homogene, aber nicht dreifach transitive 
Gruppe auf M, so tritt einer der folgenden Falle auf (vgl. [21; 18, S. 
377-3781): 
(1) Der Menge M l&t sich die Struktur der projektiven Geraden 
iiber GF(q) aufpragen, wobei q = pf= 3(4) gilt; die Gruppe r ist dann eine 
die Gruppe A = PSL(2, q) enthaltende echte Untergruppe von PT’L(2, q). 
Belegt man M mit inhomogenen Koordinaten, so hat der punktweise 
Stabilisator r,,, o. von 0 und co in M\(O, co } genau zwei Bahnen; in einer 
liegt der Punkt 1, in der anderen der Punkt - 1 (vgl. [18, S. 3681). 
Sind dI und dz Punkte der projektiven Geraden iiber GF(q), so dass 
einer von ihnen nicht zu der Menge (0, 1, co} gehiirt und so dass d, unter 
dem punktweisen Stabilisator r,,, r, m und d, unter dem punktweisen Stabili- 
sator r,, - 1, m festbleibt, so bestimmt das Paar (d,, dz) eine Multiplika- 
tionsrotte RdI,dz, denn r ist zweifach transitiv und r,,, hat ausser 0 und 
co keinen Weiteren Fixpunkt. Fur jede Multiplikation &,,& aus R,,, 
setzen wir 
cld,,&, 1, ~0 I= 4 und ,u(O, -1, co)=d,. 
Sind nun x1, x2, x3 verschiedene Elemente von M, so gibt es in r ein 
Element IX, fur welches x7-l = 0, x;-l= co und entweder x;-’ = 1 oder 
X;- 
1 
= - 1 gilt. Dann ist 
pd,,d+l, X2, X,)= [pd,,s2(x:-: x;-', X;-')la=d; mit i= 1 oder 2, 
je nachdem ob x2”-’ = 1 oder $I= - 1 gilt. 
Es seien x1, x2, xg E M, so dass in r ein Element r mit 0” = x1, 1’ = x2, 
und co’ = xg existiert. Da jede PSL(2, q) enthaltende Untergruppe von 
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Pn(2, q), also such r, ein Normalteiler von PTz(2, q) ist, gilt fiir 
oEPGL(2,q) mit O”=O, co”=co, l”= -1 und dy=d, nun 
Gibt es in r ein Element o mit 0’ = x1, ( - 1)” =x2 und 00% = x3, so ergibt 
sich analog 
und o ist ein Automorphismus von pdlrd2. 
1st die volle Automorphismengruppe Q von pLd,,dZ nicht 3-transitiv, so ist 
D n PGL(2, q) = PSL(2, q), und 52 ist eine zerfallende Erweiterung von 
PSL(2, q). Also gilt D = Y@ mit Y 2 PSL(2, q) als normale Untergruppe 
und 0 als Untergruppe der Automorphismengruppe von GF(q). Da Y in 
r enthalten ist, haben wir nur das Komplement 0 zu betrachten. 1st 6 E 0, 
so 1Hsst 6 sowohl co als such jedes Element des Primkarpers fest. Daher 
muss S sowohl d, als such d2 festlassen. 1st umgekehrt 6 ein Automorphis- 
mus von GF(q), der sowohl dl als such d2 festlisst, dann gilt 
wobei z ein geeignetes Element aus Y ist und i = 1 oder 2 gilt, je nachdem 
ob E=l oder &= -1 ist. 
Die Multiplikationen ,&& und ,uLei,ez, die beide die 3-homogene, aber 
nicht 3-transitive Gruppe Q als volle Automorphismengruppe haben, sind 
genau dann isomorph, wenn eine Permutation 0 aus PTz(2, q) existiert 
mit 0” = 0, co” = co und entweder 1” = 1 oder 1” = - 1 sowie 
l-&?2(X~’ x4, x;) = bdl,d& x2~ x,))]” fiir alle Tripe1 verschiedener 
Punkte xi. Fiir B gilt insbesondere ,ue,,e2(00, l”, 00~) = [pdl,JO, 1, 03)]~ = 
d’; und CL~~,~~(O”, -la, 00~) = [pcLdlidZ(O, - 1, oo)]“= d;; ausserdem ist d; 
entweder e, oder e2, je nachdem ob l”= 1 oder l”= - 1 gilt. 
Wegen 
ist 
ck?,,p*(xI> x2, &)I”-’ =Pd,,d*(x;i-‘, cl, 0. 
582a,‘58/2-6 
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1st nun R E Q, so hat man 
und daher ist Q = e-9%. 
Da Sz die Gruppe Y = PSL(2, q) enthilt, ist Q ein Normalteiler von 
Pn(2, q), und dies ist der Normalisator von Sz in der Gruppe aller Per- 
mutationen von A!. Die Gruppe Pn(2, q) ist semidirektes Produkt von 
Y mit der Gruppe n der Abbildungen z ++ + zy, wobei y ein Automorphis- 
mus von GF(q) ist, so dass ausserdem co” = co gilt. Es sei (r aus n 
mit an=1 und dp=ei; dann gilt such (-l)“= -1. Sind x1,x2,xg~M, 
so gibt es in 52 ein r mit 0” = x1, E’ = x2, c~’ = xj, wobei E entweder 1 oder 
- 1 ist. Man hat ~~~,~~(xy, xi, x30) =,u~~,~~(O~-~~~, E~-“~, ~“-LtO) = e;-““= 
d? =~~~,~*(x~, x2, x3)0 mit i= 1 bzw. 2, je nachdem ob F= 1 bzw. - 1 gilt. 
Es sei o~/i mit l”= -1 und dT=e,. 1st s=l, so gilt 
1st a= -1, so hat man 
und somit such pel,e2 cz:, z2”,4 = CPd,,,h z2, dl”. 
(2) Der Menge M lbst sich die Struktur einer allinen Geraden i.iber 
dem Korper GF(q) aufpragen. Dann hat man die folgenden FHlle (vgl. [21 
oder 18, S. 3771): 
(a) Es ist IA41 = 32, und r ist isomorph zur Gruppe Afi( 1,32) 
der aftinen similinearen Abbildungen von M. Bezeichnet z 
einen Erzeuger der multiplikativen Gruppe von GF(2’), die 
zyklisch ist, so hat der punktweise Stabilisator rO,, der 
Elemente 0 und 1 von G1;(2’) auf der Menge M\ (0, 1 > genau 
sechs Bahnen der Lange 5. (Dies folgt aus der Tatsache, dass 
r von dem Automorphismus z--t z2 erzeugt wird.) Als 
Rzl&sentanten dieser fiinf Bahnen kann man z, z3, z’, z’, zl’ 
und zi5 wlhlen; die Menge dieser Reprasentanten sei mit 9R 
bezeichnet. Jede Multiplikation p: M x M x M -+ M, die r als 
eine Gruppe von Automorphismen zul&st, ist bereits fest- 
gelegt, wenn man den Typ (i, j, k) von p und die Werte 
y(0 9 Zig-’ 9 1) = d, fur t E { 1,2,3,4,6, 8) kennt, denn r ist auf 
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A4 zweifach transitiv und r,,, hat keinen weiteren Fixpunkt. 
Fur verschiedene Elemente U, D, w  E GF(25) hat man somit 
p(u, u, w) = d; = ,u(zP-‘, tf+, ~~-‘)a, wenn a-l ein solches 
Element aus r ist, fur welches zY’ = 0, wa-’ = 1, u’*-l E% gilt. 
Fur eine nichttriviale Multiplikation p ist die volle Automor- 
phismen gruppe 0 genau dann von r verschieden, wenn 0 
dreifach transitiv ist; nach 6.6 muss dann aber p so beschaffen 
sein, dass es, wenn man A4 als 5-dimensionalen Vektorraum 
iiber GF(2) betrachtet, jeweils den Punkten 0, 1, z’ den vierten 
Punkt der durch sie bestimmten Ebene zuweist. Daher ist 
0 # I’ fiir eine nichttriviale Multiplikation p genau dann, wenn 
~(O,Z~~-‘, 1) = 1+ zzt-’ = d, gilt. 
Zwei Multiplikationen hfd ,,,.., 4) und p,,, ,_,,, eg), die von 
gleichen Typ sind und die beide I’ als (volie) Automorphis- 
mengruppe haben, sind genau dann isomorph, wenn eine 
Permutation B von M mit O”=O, 1” = 1 sowie nC,,,...,,sJ 
(~7, xz, x!) = [q,,,..,,,,)(x,, x2, x,)]” fur alle Tripe1 verschie- 
dener Punkte xi existiert. Wegen ,u~~~,,~~,~~)(x~-‘~, x;-~~., x;-*“) = 
CP~~,,...,~~&~?~ x;-*, xF?l” hat man C~~d,,...,ds~(xl~ x2, .dY-’ = 
pc,I,,,.,eg)(~~-l, x4-‘, x;-I). Fur 1 f r gilt also 
a-‘la 
/+eI,...,es)(xl 2 x;-‘Y xs-‘““I 
= CP(d,,...,dS)K1~ x;-‘7 x;-W” 
= cP(el,....eg)h’ x27 ~3w- 
und somit ist o-‘Ta = IY Da die Automorphismengruppe von 
r nicht dreifach transitiv sein kann, folgt D ff. Daher sind 
b L...., d*) und P(e ,,..., es) $5 enau dann isomorph, wenn d, = e, fir 
alle t E { 1, 2, 3,4, 6, 8 > gilt. 
(b) Es ist IMI = 8, und r ist isomorph zur Gruppe AI’L( 1,8) aller 
afhnen semilinearen Abbildungen von M. Bezeiclmet z einen 
Erzeuger der Multiplikativen Gruppe von GF(23), so hat der 
punktweise Stabilisator r,,, , der Elemente 0 und 1 von GF(Z3) 
auf der Menge M\{O, 1 > genau zwei Bahnen der Lange 3. Als 
ReprBsentanten dieser Bahnen kann man zzi-’ fiir i= 1,2 
wahlen. Ersetzt man im Teil 2(a) des Beweises die Jndexmenge 
{ 1, 2, 3,4,6,8} durch { 1,2), so kann man ihn wijrthch iiber- 
nehmen. 
(c) Es ist I&II = 8, und r ist die Gruppe AGL( 1,s) aller affmen 
linearen Abbildungen von M; hier ist man in der Situation von 
6.7, denn r ist scharf zweifach transitiv. 
Es bleiben noch die F%lle 4 d IM\ < 5 zu betrachten. 
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(3) Wir sehen uns zunachst (M( = 5 an. Da r dreifach homogen ist, 
muss 10 die Ordnung von r teilen. Ware (rl = 10, so operierte J’ einerseits 
auf den ungeordneten Tripeln scharf transitiv; andererseits enthalt r eine 
Involution, die einen Punkt a festlasst und zwei verschiedene Punkte x und 
y vertauscht; somit lisst sie das Tripe1 (a, X, v> invariant. 
Der Stabilisator eines ungeordneten Tripels m in r hat in YiJJ$ Bahnen 
gleicher Lange; also kommen fiir die Gruppe r, die nicht dreifach transitiv 
ist, nur die Ordnungen 20 und 30 in Frage. Ware jr1 = 30, so enthielte die 
einfache alternierende Gruppe 11, eine Untergruppe Us n r der Ordnung 
1.5. Eine solche Untergruppe existiert aber nicht, weil die zyklische Gruppe 
der Ordnung 5 keinen Automorphismus der Ordnung 3 zuliisst. 
Daher ist IT’/ = 20 und der Stabilisator eines Punktes hat die Ordnung 4. 
Da die Untergruppe der Ordnung 5 mit ihrem Zentralisator in r zusam- 
menf%llt, ist I’ eine scharf zweifach transitive Gruppe auf der Menge M, 
und man ist in der Situation von Lemma 6.7. 
(4) Es sei [M( = 4. 1st r die alternierende Gruppe ?l, der Ordnung 
12, so ist r auf M scharf zweifach transitiv, und man ist in der Situation 
von Lemma 6.7. Da auf M vier ungeordnete Tripe1 existieren, ist die Ord- 
nung von r durch 4 teilbar. Hat r die Ordnung 8, so ist r eine Dieder- 
gruppe, die auf M = (0, 1,2, 3) transitiv operiert, und der Stabilisator r,, 
des Punktes 0 lasst einen weiteren Punkt, etwa 1 fest, und vertauscht 2 mit 
3. Sind nun x1, x2, xg EM, so sei a eine Permutation aus r mit 0” = xi. 
Dann hat man ~(x,, x2, xg) = ~(0, xi-‘, xJ-I)“. Fur x1 = x2 = xj ist 
~(0, 0, O)a, entweder 0” oder 1”; im zweiten Fall ist p nicht idempotent. 1st 
(x2, x,) # (0, 0), so kann ,u(O, x2, x3) =f(x*, x3) jede beliebige auf 
MxM\(O,O} d f e mierte Funktion f sein. Also ist jede Multiplikation 
n = ,uE,/ mit E E { 0, 1). Die Gruppe r ist die volle Automorphismengruppe 
von hC,f genau dann, wenn entweder E = 1 ist oder wenn E = 0 und zu f 
keine Permutation c von M mit 0” = 0 existiert, so dass f(xz, x:) = 
[f(x,, x,)]” fiir alle Paare verschiedener Punkte xi ghlte. Zwei Multiplika- 
then A,,~ und pe2,h sind genau dann isomorph, wenn s1 = Ed ist und eine 
Permutation e von M mit 0” = 0 existiert, so dass f2(xg, x$) = 
[fi(x2, x3)-J’ fur alle (x2, x3) E Mx M\(O, O> gilt. 
Hat die Gruppe r die Ordnung 4, so operiert sie auf M scharf einfach 
transitiv, und man ist in der Situation von Lemma 6.8. 
(5) Gilt schliesslich (MI = 3, so ist lr\ E (1, 3}, und 6.8 trifft zu. 
7. 12-STELLIGE MULTIPLIKATIONEN 
Da keine n-fach transitiven oder n-fach homogenen Lieschen Gruppen 
sowie algebraischen Gruppen (iiber algebraisch abgeschlossenen Kiirpern) 
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mit n 34 existieren, beschriinken wir uns bei der Betrachtung n-stelliger 
Multiplikationen 
die eine n-transitive oder n-homogene Gruppe von Automorphismen zulas- 
sen, auf endliche Mengen. 
1st n > 6, so ist jede n-fach transitive Permutationsgruppe auf einer endli- 
then Menge M mit IMI = n die symmetrische Gruppe 6, [35, S. 288; 22 
oder 18, Chap. XII]. Bei der Klassifikation n-stelliger Multiplikationen mit 
6, als Automorphismengruppe spielen die geordneten Partitionen der ZahI 
n in Y (nicht notwendig verschiedene) Zahlen mit Y < n eine grosse Rolle; 
eine solche geordnete Partition besteht aus einem geordneten r-Tupel 
(n 1, . . . . n,) von natiirlichen Zahlen, so dass CT= 1 ni = n gilt. Die Mgchtig- 
keit der Menge !&’ der geordneten Partitionen von n in Y Zahlen ist (::t). 
Die Menge der Zahlen (1, . . . . r} sei mit !I& bezeichnet. Ein s-Tupel 
(X 1 > ‘.‘> x,) von Zahlen aus !IRn mit s d n nennen wir ein reduziertes s-Tupel, 
wenn die i-te Komponente xi von der (i - I)-ten Komponente xi-, ver- 
schieden ist, und zwar fiir alle i aus m,. Ein n-Tupel (x1, . . . . x,) nennen wir 
normiert, wenn fur alle i mit 1~ i,< n gilt: Kommt xi in der Menge 
ix 1, **-, xiell nicht vor, so ist xi=max,ij4i-1 (xi) $1. Es sei ‘%z die 
Menge aller normierten n-Tupel, in denen g&au die Zahlen aus ‘$.Rr als 
Komponenten vorkommen. 
Fur 2 < r d s sei mit Z”(r) die Menge der normierten reduzierten s-Tupel 
bezeichnet, in denen genau die Zahlen aus %I$, vorkommen. Fur die Anzahl 
T”(r) der Elemente in 2”(r) gilt: z”(2) = 1 sowie 
i 
r-2 
qr)= c n t(4-&-i-l! (y- l)S--ir-2 
(il,...,i,-2) t=2 I 
fur r >, 3; dabei durchlauft (ii, . . . . i, _ 2) alle (r - 2) Tupel mit Elementen aus 
der Menge (3, . . . . s> mit 3<i,<i,< ... <i,-2f~. 
Legt man Gimlich fest, dass an der Steile i, eines Tupels aus 2’(r) die 
Zahl t +- 1 stehen ~011, so kijnnen an den Stellen k mit it- 1 c k -c i, genau 
jeweils die verschiedenen Zahlen aus mm, stehen. 
Die Menge ‘$?t x%“(r) besitzt also (::t) T”(r) Elemente. Es sei 
s.y=y rs sG n !J3: x 2”(r); ist Y > 3, so hat die Menge af dann 
Elemente; ausserdem ist Q72) = CT= 2 (;I:). Es ist klar, dass die Mengen 
%F und a: die gleiche Anzahl von Elementen haben. 
248 KARLSTRAMBACH 
PROPOSITION 7.1. Es sei M eine endliche Menge mit n Elementen und p 
eine n-stellige Multiplikation auf M. Gestattet p die symmetrische Gruppe B, 
als Automorphismengruppe, so gilt p(x, . . . . x) =x, und ,u ist bestimmt durch 
(n - 1) Funktionen f’: Q: -+ !?.JIr mit r = 2, . . . . n. Es gibt auf M insgesamt 
a;= 2 rQ”(‘) solche nichtisomorphen Multiplikationen. Zwei Multiplikationen 
,u,-; und ,uY; sind genau dann isomorph, wenn f; = f; fur alle r = 2, . . . . n gilt. 
Beweis. Wir identiiizieren die Menge M mit der Menge YJJ,. Lasst man 
in einem n-Tupel (x1, . . . . x,) aus jeder Anzahl mj der gleichen aufeinander- 
folgenden xi nur ein xk, iibrig, so erhalt man ein reduziertes s-Tupel 
R(x 1, ea.9 x,) mit Elementen aus %Rm, und s <n; ausserdem gilt Cg= 1 mj = n. 
Die Zahlen (m,, . . . . m,) bestimmen eine geordnete Partition p,” von n in s 
Zahlen. 
Da 6, aus Automorphismen von p besteht, ist p genau dann bestimmt, 
wenn man die Multiplikation ,U auf allen n-Tupeln aus 332: fiir r = 2, . . . . n 
kennt; der Wert von ,u auf solchen normierten n-Tupeln liegt dann in %RJz,. 
Da die Mengen ‘%; und Q: die gleiche Anzahl von Elementen haben und 
,a idempotent ist, ist p durch (n - 1) Funktionen f’: cl: -+ ‘9Jt,., r = 2, . . . . n 
bestimmt. 
Fur die alternierende Gruppe ‘Lc, kann eine lhnliche Aussage bewiesen 
werden. 
PROPOSITION 7.2. Es sei M eine endliche Menge mit n > 4 Elementen und 
p eine n-stellige Multiplikation auf M. Gestattet p die alternierende Gruppe 
!&, als volle Automorphismengruppe, so ist p bestimmt durch n Funktionen 
f’: 
fiir l<r<n--2 ist f':Q: +YJl,.; 
fir r=n-2 isty-‘: Q$-, + ‘9XrJz,; 
fiir r=n-1 istf”-‘: Qz-, x ((n- l), n> -+%NrJ1,; 
fir r=n istf”: (n- l,n> -‘1)32,. 
Ausserdem darfnicht zugleichf”-‘(x, n- 1) =fn-l(x, n) fiir alle XE Qz-, 
undf”((n - l), n) =f”(n, (n - 1)) gelten. Auf M gibt es insgesamt 
r3 1 jJ rQ"W nQ"cn-')(n - 1) n(';) + l(n(i) - 1) t-=  
nichtisomorphe n-stellige Multiplikationen, die die Gruppe 2&, als volle Auto- 
morphismengruppe haben. Zwei Multiplikationen pf; und pf; mit ‘LT, als 
voller Automorphismengruppe sind genau dann isomorph, wenn f; = f; fiir 
r = 2, . . . . n gilt. 
Beweis. Wir identifizieren wiederum die Menge M mit der Menge YJI,.. 
HOMOGENEMULTH'LIKATIONEN 249 
Da QII, fiir Y < n - 2 auf M such r-transitiv wirkt, sind die Werte von p auf 
der Menge U(n, I) der geordneten n-Tupel (x1, . . . . x,), in denen genau Y 
Zahlen verschieden sind, genau dann festgelegt, wenn man sie auf den 
n-Tupeln aus 3; kennt. 1st r < n - 2, so liegen die Werte von y fiir n-Tupel 
aus U(n, r) in ‘9X,, weil der punktweise Stabilisator von r verschiedenen 
Punkten in 9X, keinen weiteren Punkt festlgsst. Der Stabilisator von (n - 2) 
verschiedenen Elementen in ‘?I, ist die Identitat, und daher k6nnen die 
Werte von f”-2 in ganz !lJJ, liegen. 1st r = n - 1, so ist die Multiplikation 
p auf U(n, n - 1) genau dann festgelegt, wenn man sie auf derjenigen Teil- 
menge $J von U(n, IZ - 1) kennt, die sich wie folgt beschreiben lbst: 3 ist 
durch die geordneten Partitionen pE_ I von n und die beiden reduzierten 
(n - 1)-Tupel (1,2, . . . . (n - 2), (n - 1)) und (1,2, . . . . (n - 2), n) sowie durch 
die Partition p”, und die Menge 5? der normierten reduzierten n-Tupel 
bestimmt, in denen genau die Zahlen aus 5X, _ 2 u ((n - 1)) oder 
‘%Rn- z u (n> vorkommen. Fiir n > 3 ist die Anzahl der Elemente in 5? gleich 
2. T”(n - 1) = 2 cj”:i (j - 2) = (“; ‘) = (n - l)(n - 2). Fiir den Definitions- 
bereich der Funktion f”-l kann also Qc- I x ((n - 1 ), n) genommen wer- 
den; es enthalt 2(::i)+(n- l)(n - 2) = (n - 1)n Elemente. Ist r = n, so ist 
p auf U(n, n) genau dann festgelegt, wenn man p( 1,2, ..,, (n - 2), (n - l), n) 
und h( 1, 2, . . . . (n - 2), n, (n - 1)) kennt. 
Die Gruppe 91z, ist genau dann die volle Automorphismengruppe von p, 
wenn nicht zugleich ~(1, 2, . . . . (n - 2), (n - l), n) = p( 1,2, “.) (n - 2), 72, 
(n- 1)) und ,u(z”) = [p(z)]” f” ur alle z f 5 und die Transposition 
c = ((n - l)n) gilt. 
Die Anzahl der Funktionen f”-l ist gleich nncn- ‘1 und die Anz& &r 
Funktionen f” gleich n 2. Unter den Funktioten f * gibt es genau a*- n 
solche, fur dief”(n - 1) #:f”(n) gilt, und unter den Funktionenf”- 1 gibt es 
g(n- 1) _*~(~-‘)!Z=n(;)(n(;)- 1) solche, fiir die nicht f”- ‘(x, (n - 1)) = 
f”-‘(x, n) fiir alle xfQ;-, ist. Damit ist die Behauptung bewiesen. 
F&OPOSITION 7.3. Ist eine n-fach transitive, aber nicht (n + 1)“transitive 
Permutationsgruppe I die volle Automorphismengruppe einer n-stetligen 
Muitiplikation p auf einer Menge M mit (Ml > n -+ 2 B 6, so ist 
,u(x, x, x, x)=x und entweder n = 4 sowie IMj = 11 oder n = 5 und /Ml = 12. 
Im ersten Fall ist I die scharf vierfach transitive Mathieugruppe M,,, im 
zweiten die seharf 5-fach transitive Mathieugruppe M,,. Jede Multiplikation 
p ist, wenn man A4 mit der Menge { 1, 2, . . . . 11) bzw. (1,2, . . . . 12) identtfi- 
ziert, durch zwei bzw. drei Funktionen 
f’: Qs,-+csJz, mit s=4 bzw. 5 und2Qrd3 bzw. 2fr<4 
sowie das Element p( 1,2,3,4) = d mit d $ ( 1,2,3,4} bzw. n( 1,2,3,4, 5) = d 
mit d$ { 1,2,3,4,5> bestimmt. Auf M gibt es ingesamt 2’ . 36 .7 bzw. 
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2 I5 .3 ~3 * 4 I0 .7 solche nich tisomorphen Multiplikationen. Zwei Mdtiplikatio- 
nen pfuf;,dl lind .@f;,dz sind genau dann isomorph, wenn stets f; = f; und dl = d2 
gilt. 
Beweis. Da die Gruppe r n-fach, aber nicht (n -t- l)-transitiv operiert, 
ist sie eine der vier vierfach transitiven Mathieugruppen IV,~, &f12, hlz3, 
M24 (vgl. [ 18, S. 302; 221). Die Gruppen M,, und Mz3 sind vierfach, 
aber nicht 5-transitiv, die Gruppen Ml2 und Mz4 sind 5fach, aber nicht 
6-transitiv. Der punktweise Stabiiisator von vier bzw. fiinf verschiedenen 
Punkten in Mz3 bzw. Mz4 lbst keinen weiteren Punkt fest. Daher hat jede 
vierstellige bzw. fiinfstellige Multiplikation mit Mz3 bzw. Mz4 als einer 
Gruppe von Automorphismen bereits die volle symmetrische Gruppe 6,, 
bzw. Gz4 als voile Automorphismengruppe. 
Es sei nun 1 MI = 11 und rg MI, bzw. IMJ = 12 und rz M,,. Wir iden- 
tifizieren M mit der Menge ‘%X1, bzw. %I&. Es ist ~(x, x, x, x)=x. Die 
Werte von ,U auf der Menge der geordneten Quadrupel bzw. Quintupel, in 
denen genau r Zahlen mit 2 < r < 3 bzw. 2 <r < 4 verschieden sind, sind 
genau dann festgelegt, wenn man sie auf der Menge der Quadrupel bzw. 
Quintupel kennt, die durch die geordneten Partitionen pi mit r d q < s der 
Zahl s = 4 bzw. 5 und die reduzierten r-Tupel (12), (121), (1212) und (123), 
(1213), (1231), (1232) bzw. noch (12121) und (12123), (12131), (12132), 
(12312), (12321) sowie (12134), (12314), (12324), (12341), (12342), 
(12343) bestimmt ist. Daher ist ,U auf den Quadrupeln aus U(4, r) bzw. 
U(5, r) mit 2 < r < 3 bzw. 2 6 r Q 4 durch die Funktionen 
f’: a; + YJlr mit 2<r<3 und s=4 bzw. mit 26r<4 und s=5 
charakterisiert. 1st jM( = 11, so gibt es insgesamt 27 Funktionen f” und 36 
Funktionenf3. Gilt IMJ = 12, so gibt es insgesamt 2r5 Funktionenf2 und 
320 Funktionen f 3 sowie 41° Funktionen f”. 
Die Multiplikation auf U(4,4) bzw. U(5, 5) ist bereits dann festgelegt, 
wenn man den Wert ,~(1,2, 3,4) = d bzw. ~(1,2,3,4, 5) = d kennt. Das 
Element d darf nicht in (1,2, 3,4} bzw. { 1,2, 3,4, 5} liegen, denn sonst 
ware die symmetrische Gruppe G1, bzw. 6r, die Automorphismengruppe 
von p. Angenommen, die voile Automorphismengruppe 0 von ,u ware echt 
grosser als Ml, bzw. M12; dann enthielte 0 aber mindestens die alternie- 
rende Gruppe 2111 bzw. 21r2, und der punktweise Stabilisator von 1,2, 3,4 
bzw. 1,2, 3,4, 5 in 0 liesse d nicht fest. 
Es sei d ein Isomorphismus zwischen ILf’,d, und ,q7,dz, der 1, 2, 3,4 bzw. 
1,2, 3,4, 5 als Fixpunkte besitzt. Bezeichnet x ein (geordnetes) Quadrupel 
bzw. Quintupel aus %I&, bzw. rm,,, so gilt &&r”-‘b) = [&J,(x)“-‘]” und 
daher ~~,~,(x~-‘)= [&&(x)]b-‘. 1st nun tar, so hat man 
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fur alle Quadrupel bzw. Quintupel. Somit ist o-‘TO such eine Gruppe von 
Automorphismen von &, d2. Da jedoch r bereits die voile Automorphis- 
mengruppe von plf2,dz ist, folgt D E r und dann o = 1. 
Zum Abschluss unserer Untersuchungen wollen wir noch n-stellige Mul- 
tiplikationen p mit n 34 betrachten, so dass p jeweils eine n-homogene 
Gruppe von Automorphismen zuhisst. Hat die endliche Menge M die 
Kardinalitat m, so ist jede (m -n)-homogene Gruppe G auf M such 
n-homogen [lS, S. 3681. 1st m = IM( < 2n, so ist (m-n) <n, und die 
Voraussetzung, dass G n-homogen auf M ist, ist urn so schwgcher, je kleiner 
die Zahl m -n ist. 1st etwa n + 1 = m, so ist jede transitive Gruppe auf M 
bereits n-homogen. Daher wird in den Klassifikationssatzen fur n-homogene 
Permutationsgruppen auf M angenommen, dass lM1 3 2n gilt. Unter dieser 
Voraussetzung folgt, dass jede n-homogene Permutationsgruppe bereits 
n-fach transitiv ist, sofern nur n >, 5 gilt [ 18, Theorem 6.11). 
SATZ 7.4. Es sei M eine endliche Menge und p eine n-stellige Multiplika- 
tion auf M, so dass 6 < 2n < JMJ gilt. Gestattet ,a eine n-homogene, aber 
nicht n-fach transitive Gruppe F von Automorphismen, so ist n =4 sowie 
u(x, x, x, x) = x, und fir u trtfft genau eine der folgenden Miiglichkeiten zu: 
(1) Es ist /MI = 9 und F’z PSL(58). Die Menge M kann dann als 
projektive Gerade L iiber GF(8) betrachtet werden, und die Multiplikatio~ 
p = u( f ‘, g) ist durch die Funktionen 
f’: X2;--+ (0, CQ> undf2: Qi-+Msowie, 
g: GF(8)\{0, l> -+ L mit g(z)+ (0, 1, co, z> fiir mindestens ein 
ZE GF(8)\(0, l} festgelegt. 
Die voile Automorphismengruppe von u ist genau dann gleich F, wenn in 
Pn(2, 8) keine Permutation o von L mit 0” = 0, 1” = 1 und CXJ”= 00 
existiert, so dass g(x”) = [g(x)]” fir alle x E L giilte. Zwei Multiplikationen 
ut(f;, 8,) und pz(fi, g2), die beide Ir als voile Automorphismengruppe 
haben, sind genau dann isomorph, wenn f; = fi ist und in plJ42, 8) ein .&- 
ment o mit 0” = 0, 1” = 1 und a0 = ~0 existiert, so dass gZ(xw) = [gI(x)]@ 
ftir alle x EL gilt, 
(2) Es ist JMJ = 2” + 1 und F= PIL(2,2”), wobei m = 3 oder 5 gih. 
Die Menge M ist dann die projektive Gerade L iiber GF(2”), und die Multi- 
plikation u = u(f, g, h) ist durch die Funktionen 
f: Q: + (0, 032, 
g: Qt -+ (0, 1, co) sowie 
h: (zzi-‘} -+ L mit h(z’“-‘) $ (0, 1, co, zzi-‘} fiir mindestens ein i 
festgelegt; dabei ist z ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe aon 
GF(2m) und i durchlauft die Menge (1,2) bzw. (1,2, 3,4,6), je 
nachdem ob m = 3 oder m = 5 gilt. 
582a/58/2-7 
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Die Gruppe r ist die voile Automorphismengruppe van p. Die Multiplikatio- 
nen pl(fi, g,, h,) und p2(f2, g,, h2) sind genau dann isomorph, wenn fi = f2, 
g, = g, und h, = h, gilt. 
Beweis. Da r nicht n-fach transitiv ist, hat man n < 5, und aus 6 < 2n 
folgt II = 4. Nach [Zl ] ist r isomorph zu einer der folgenden Gruppen in 
ihrer natilrlichen Darstellung: PSL(2, 8), PTL(2, 8), oder PTL(2, 32). Jede 
dieser drei Gruppen ist dreifach transitiv; die Gruppe PSL(2, 8) ist scharf 
dreifach transitiv, der punktweise Stabilisator rO,m,l von co, 0 und 1 in 
Pn(2,8) bzw. PTL(2,32) hat in L\{O, 1, co} genau zwei bzw. sechs 
Bahnen der Lange 3 bzw. 5; ist z ein Erzeuger des Galoisfeldes GF(8) bzw. 
GF(32), so kann man als Reprasentanten der Bahnen von T,,, i, o3 in 
L\(O, 1, co} im Falle Tr PTz(2, 8) die Punkte z und z3, im Falle 
Tr Pn(2, 32) die Punkte Zig- ‘, i E { 1,2, 3,4, 6,8 >, wghlen. 
Es sei p eine quaternare Multiplikation, die eine der Gruppen PSL(2, 8), 
PTL(2, 8) oder Pfi(2, 32) als eine Gruppe von Automorphismen besitzt. 
Da jede dieser Gruppen dreifach transitiv ist, sind die Werte von ,u auf den 
geordneten Quadrupeln (x, , x2, x3, x4), in denen genau zwei der xi 
verschieden sind, genau dann festgelegt, wenn man sie fur (0, co, 00, co), 
(0, 0, co, co), und (0, 0, 0, co) kennt; die Werte von p auf dieser zu al 
gleichmgchtigen Menge liegen stets in (0, co}. 
Wir nehmen zunachst an, dass rg PSL(2,8) gelte. Sind genau drei der 
vier Punkte xi verschieden, so ist p genau dann bestimmt, wenn die Werte 
~(0, 0, 1, co), ~(0, LO, co), 140, 1, 1, a), 1.40, 1, ~0) und ,dO, 1, ~0, m), 
die ganz beliebig in M gewahlt werden kiinnen, festliegen. Sind alle vier 
Punkte xi verschieden, so ist ~(xi, x2, x3, x4) genau dann bestimmt, wenn 
man die Werte ,u(O, 1, co, z) mit z~GF(8)\(0, l> kennt, und diese sind 
durch eine Funktion g: GF( 8)\ { 0, 1) -+ L festgelegt. 
1st die volle Automorphismengruppe 52 von ,U vierfach transitiv, so ent- 
halt .C2 wegen 1 L[ = 9 die alternierende Gruppe &, , und Q ist 7-transitiv; in 
diesem Fall ist ~(0, 1, co, z) stets in der Menge (0, co, z> enthalten. 1st die 
volle Automorphismengruppe Sz # r von ,U nicht vierfach transitiv, so ist 
D z PTL(2, 8). Daher ist D = r genau dann, wenn in Pn(2, 8) kein Ele- 
ment CT mit 0” = 0, 1” = l”, und cob = co existiert, so dass g(x”) = [g(x)]” 
fur alle x E L galte. 
Nun setzen wir voraus, dass rz PTL(2, 2”) gilt, wobei m E (3, 5} ist. 
Dann hat der punktweise Stabilisator 0 =r,,l,m von 0, 1, co in 
L\(O, 1, co > genau 2 oder genau 6 Bahnen, je nachdem ob m = 3 oder 
m = 5 gilt; in beiden Fallen operiert die abelsche Gruppe 0 lixpunktfrei auf 
der Menge S= L\(O, 1, CCJ}. 
Die Multiplikation ~1 ist auf den Quadrupeln, in denen genau drei 
Punkte verschieden sind, genau dann bestimmt, wenn man die Werte 
1-40, 0, 1, co), do, LO, ~1, ,40,1,1, ~1, ~(0, 1, a~01 und ~(0, 1, ~0, ~1, 
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die in (0, 1, co > liegen miissen, ken&. Auf den Quadrupeln, in denen alle 
vier Punkte verschieden sind, ist n genau dann festgelegt, werm die Werte 
p(0, 1, co, 2- ‘) vorgeschrieben sind, wobei z ein fester Erzeuger der 
multiplikativen Gruppe von GF(2”) ist und i der Menge (1, 3) bzw. 
(1,2,3,4,6,8 > enstammt, je nachdem ob m = 3 oder m = 5 gilt. 
1st r nicht die volle Automorphismengruppe von ,u, so ist die volle Auto- 
morphismengruppe 52 von p vierfach transitiv auf M und wegen 
IL\ = 2” + 1 enthalt dann R die alternierende Gruppe auf 2” 4 1 Symbolen 
(vgl. [22, S. 671). Dann liegt aber fur jedes x~GF(29 der Were 
~(0, 1, co, x) in der Menge (0, 1, GO, x). 
Es sei w  ein Isomorphismus zwischen den Multiplikationen ,~i und p2 
aus (1) oder (2), die beide r als volle Automorphismengruppe haben. 
Wegen 
Cl-h0 PAXI, x2, x3, x4) = pztn, , xp, q-l”, xzp’) 
= [,u&;“-l, xf, x;“+, x,0-‘)]” 
hat man 
Dann ist aber 
IL2(xpy xp, x~-bw, xpo) = [pl(xy:, xp-I, q’, xf-j]“” 
= IMx1, x2, x3, x4)l”-‘00 
fur alle 0 E f. Daher liegt w  im Normalisator B von r in der symmetrischen 
Gruppe G2,,, + 1 auf 2” -t- 1 Elementen. 
Sind pI und p2 isomorphe Multiplikationen aus (2), so fallt der Mor- 
malisator 8 mit r zusammen. Dann sind aber ~l=~l(fi, g,,h,) und 
p2 = cl(f2, g,, h,) genau dann isomorph, wenn fi =f2, g, = g, sowie 
h, = hz gilt. 
Sind pi = pl(fi, g,) und p.2 = ,n2(f2, g2) isomorphe Multiplikationen aus 
(l), so ist ZZ PT’L(2,8), und o E Pn(2,8) kann insbesondere so gewahlt 
werden, dass 0” = 0, 1” = I sowie cow = cc gilt. Also sind pi und p2 genau 
dann isomorph, wenn in PTz(2,8) ein Element w  mit 0” = 0, 1” = 1 und 
00 o = co existiert, so dass f, = f2 ist und g2(x”) = fgi(x)]” fur alle x E: L 
gilt. 
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